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Исходное изображение

Линии уровня f : D → [0, 1].
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Поврежденное изображение

O1, . . . , ON ⊂ D — области повреждения.
f : D \ (

⋃N
i=1 Oi )→ [0, 1]
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Условия восстановления изображения

f — гладкая функция.

f не имеет особых точек в областях O1, . . . , ON .

O1, . . . , ON — круги.

Использование вариационного принципа:∫ √
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 dt → min.
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Граничные условия
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Обобщенный функционал

∫ √
ẋ2 + ẏ2 + α2 θ̇2 dt → min, α > 0.

x = αx̃ ,
y = αỹ ,

θ = θ̃.
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Примеры восстановления
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Рис.: Выпуклая изофота Рис.: Изофота с точкой перегиба
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Постановка задачи оптимального управления

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)
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Задача оптимального управления

ẋ = u1 cos θ,
ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u2,

q = (x , y , θ) ∈ M = R2
x ,y × S1

θ , u = (u1, u2) ∈ R2,

q(0) = q0 = (0, 0, 0), q(t1) = q1 = (x1, y1, θ1),

l =

∫ t1

0

√
u2
1 + α2u2

2 dt → min .
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Математический маятник и разбиение фазового
цилиндра

γ̇ = c ,
ċ = − sin γ.

C =
5⋃

i=1

Ci ,

C1 = {λ ∈ C | E ∈ (−1, 1)},
C2 = {λ ∈ C | E ∈ (1,+∞)},
C3 = {λ ∈ C | E = 1, c 6= 0},
C4 = {λ ∈ C | E = −1} = {(γ, c) ∈ C | γ = 2πn, c = 0}, n ∈ N,
C5 = {λ ∈ C | E = 1, c = 0} = {(γ, c) ∈ C | γ = π + 2πn, c = 0}.
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Экспоненциальное отображение

Exp : Ñ → M̃,

M̃ = ∪8
i=1Mi , Mi ∩Mj = ∅ ∀ i 6= j ,

Ñ = ∪8
i=1Di , Di ∩ Dj = ∅ ∀ i 6= j ,

Exp : Di → Mi являются диффеоморфизмами
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Solver

Численно решает систему из трех алгебраических уравнений в
указанной подобласти Di ∩ Cj :

Exp(ν) = q1, q1 ∈ Mi , ν ∈ Di ∩ Cj , j ∈ {1, 2}

maxiteration, maxiterrnd ∈ N, ε > 0
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FindRoot

Численно находит параметры, определяющие поврежденную изофоту
(x(t), y(t)) по граничному условию q1 = (x1, y1, θ1).

Найденная восстанавливающая кривая может иметь точки возврата.
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RemoveCusp

Подбирает α > 0, что соответствующая (x(t), y(t)) не имеет точек
возврата (т. е. ẋ2(t) + ẏ2(t) 6= 0).

αinit = 0.6
π − |θ1 − π|+ 0.7 |y1|

|x1+0.2|

0.05 +
√

x2
1 + y2

1

+ 0.2.
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RestoreDomain

Восстанавливает все изофоты в подобласти Ok , k = 1, . . . , N.

Рис.: Изображение с точками
возврата

Рис.: Изображение без точек
возврата
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Общая структура алгоритма восстановления
изображения

GlobalSolve

RestoreDomain
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Параллельный алгоритм
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Восстановление изображения

Рис.: Поврежденное изображение Рис.: Восстановленное изображение
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Результаты

Научно-техническая программа Союзного государства «Разработка и
использование программно-аппаратных средств Грид-технологий
перспективных высокопроизводительных (суперкомпьютерных)
вычислительных систем семейства «СКИФ» (шифр «СКИФ-ГРИД»):

Проект «Система восстановления поврежденных изображений в среде
TSim и gridMathematica», 2008-2010 г.

Программный комплекс для восстановления поврежденных
изображений «OptimalInpainting».
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