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План доклада

• Задача Эйлера об эластиках

• Задача об оптимальном качении шара по плоскости

• Задача об оптимальном движении мобильного робота по
плоскости и ее приложение к восстановлению
поврежденных изображений



Геометрическая теория управления

• Управляемые системы: нелинейные по состоянию

• Пространство состояний: гладкое многообразие, группа Ли

• Задачи: управляемость, эквивалентность, наблюдаемость,
оптимальное управление, конструктивное управление

• Приложения: геометрия, классическая и квантовая
механика, робототехника, обработка изображений

• Техника: дифференциальная геометрия, алгебры и группы
Ли, симплектическая геометрия, топология, теория
особенностей

• Учебники: A.Isidori, H.Nijmeijer & A. van der Schaft,
E.Sontag, V.Jurdjevic, A.Bloch, J.P.Gauthier & I.Kupka,
М.И.Зеликин, А.А.Аграчев & Ю.С.



Задача Эйлера об эластиках

a1

l
v1

a0

v0

γ(t) R2

Дано: l > 0, a0, a1 ∈ R2, v0 ∈ Ta0R2, v1 ∈ Ta1R2, |v0| = |v1| = 1.
Найти: γ(t), t ∈ [0, t1]:
γ(0) = a0, γ(t1) = a1, γ̇(0) = v0, γ̇(t1) = v1.
|γ̇(t)| ≡ 1 ⇒ t1 = l

Упругая энергия J =
1
2

∫ t1

0
k2 dt → min, k(t) — кривизна γ(t).



1691: Якоб Бернулли, прямоугольная эластика

dy =
x2 dx√
1− x4

, ds =
dx√
1− x4

, x ∈ [0, 1]



1742: Даниил Бернулли

• Упругая энергия

J = const ·
∫

ds
R2 ,

R — радиус кривизны.

• Вариационный принцип

J → min,

попытки решения вариационной задачи.

• Письмо своему другу Л. Эйлеру:
предложение решить эту задачу.



1744: Леонард Эйлер

• “Метод нахождения кривых линий, обладающих
свойствами максимума или минимума, или решение
изопериметрической задачи, взятой в самом широком
смысле”, Леонарда Эйлера, королевского профессора и
члена Императорской Петербургской Академии наук,
Лозанна, Женева, 1744,

• Приложение «Об упругих кривых»:
«. . . в мире не происходит ничего, в чем не был
бы виден смысл какого-нибудь максимума или
минимума.»

• «Среди всех кривых одной и той же длины, которые не
только проходят через A и B, но и касаются в этих точках
прямых, заданных по положению, определить ту, для

которой значение выражения
∫

ds
R2 будет наименьшим.»



1744: Леонард Эйлер

• Изопериметрическая задача вариационного исчисления,

• Уравнение Эйлера,

• Сведение к квадратурам

dy =
(α + βx + γx2) dx√
a4 − (α + βx + γx2)2

, ds =
a2 dx√

a4 − (α + βx + γx2)2
,

• Качественный анализ (эллиптических) интегралов,

• Все типы решений: эластики Эйлера.



Эскизы из книги Л. Эйлера



1880: Л. Заалшютц

Первая явная параметризация эйлеровых эластик функциями
Якоби:

L.Saalschütz, О стержне, нагруженном действием боковой силы,
Лейпциг, 1880.



1906: Макс Борн

• Диссертация «Устойчивость упругих кривых на плоскости
и в пространстве», Геттинген, 1906 г.
(науч. рук. Д.Гильберт)

• Уравнения Эйлера ⇒

ẋ = cos θ, ẏ = sin θ,

Aθ̈ + B sin(θ − γ) = 0, A, B, γ = const,

• эластика без точек перегиба ⇒ устойчивость,

• эластика с точками перегиба ⇒ численное
исследование сопряженных точек,

• чертежи эластик на основе приближенных вычислений.



1906: Макс Борн

Эксперименты с упругими стержнями:



1993: Велимир Джурджевич
При оптимальном качении сферы по плоскости без
прокручивания и проскальзывания, сфера катится по эластике



Приложения эйлеровых эластик
• теория упругости и сопротивление материалов
(моделирование колонн, балок, упругих стержней),

• размер и форма в биологии (максимальная высота дерева,
изгиб пальм под действием ветра, кривизна позвоночника,
механика крыльев насекомых),

• аналоги сплайнов в теории аппроксимации (Г.Биркхоф,
К.Р. де Бур, 1964),

• восстановление скрытых изображений в компьютерном
видении (Д.Мамфорд, 1994),

• моделирование тонких оптических волокон и гибких
соединений в микроэлектронике (В.Джеирезбхой, 2008),

• динамика оси вихря и кубическое уравнение Шредингера
(Х.Хасимото, 1971),

• моделирование молекул ДНК (Р.С.Маннинг, 1996), . . .



Задача Эйлера: Координаты в R2 × S1

a1

a0

γ(t) θ(t)

θ0
θ1

x

y

• (x , y) ∈ R2, θ ∈ S1,
• γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [0, t1],
• a0 = (x0, y0), a1 = (x1, y1),
• v0 = (cos θ0, sin θ0), v1 = (cos θ1, sin θ1).



Задача оптимального управления

ẋ = cos θ,
ẏ = sin θ,

θ̇ = u,

q = (x , y , θ) ∈ R2
x ,y × S1

θ , u ∈ R,
q(0) = q0 = (x0, y0, θ0), q(t1) = q1 = (x1, y1, θ1), t1 фиксировано.

k2 = θ̇2 = u2 ⇒ J =
1
2

∫ t1

0
u2 dt → min .

Допустимые управления u(t) ∈ L2[0, t1],
траектории q(t) ∈ AC [0, t1].



Непрерывные симметрии
и нормализация условий задачи

• Параллельные переносы в R2 ⇒ (x0, y0) = (0, 0)

• Повороты в R2 ⇒ θ0 = 0

• Гомотетии в R2 ⇒ t1 = 1



Множество достижимости

q0 = (0, 0, 0), t1 = 1

Aq0(t1) = {(x , y , θ) | x2+y2 < 1 ∀ θ ∈ S1 или (x , y , θ) = (1, 0, 0)}.

Далее: q1 ∈ Aq0(t1)



Существование оптимальных управлений

q̇ = X1(q) + u X2(q), q ∈ R2 × S1, u ∈ R неограничено
q(0) = q0, q(t1) = q1,

J =
1
2

∫ t1

0
u2 dt → min,

• Общая теорема существования (Л. Чезари):
∃ оптимальное u(t) ∈ L2

• Переход к задаче быстродействия и компактификация
пространства управлений (А.Сарычев, Д.Торрес):
оптимальное u(t) ∈ L∞

• ⇒ применѝм принцип максимума Понтрягина



Принцип максимума Понтрягина в инвариантной форме

q̇ = X1(q) + uX2(q), q ∈ M = R2 × S1, u ∈ R, J =
1
2

∫ t1

0
u2 dt → min

• TqM = span(X1(q),X2(q),X3(q)), X3 = [X1,X2]

• T ∗q M = {(h1, h2, h3)}, hi (λ) = 〈λ,Xi 〉, λ ∈ T ∗M

• Гамильтоновы векторные поля ~hi ∈ Vec(T ∗M)

• hνu = 〈λ,X1 + uX2〉+ ν
2u2 = h1(λ) + uh2(λ) + ν

2u2

Теорема (ПМП)
u(t) и q(t) оптимальны ⇒ ∃ λt ∈ T ∗q(t)M, ν 6 0:

(1) λ̇t = ~hνu(t)(λt) = ~h1(λt) + u(t)~h2(λt),

(2) hνu(t)(λt) = maxv∈R hνv (λt),

(3) (ν, λt) 6= 0, t ∈ [0, t1].



Анормальные экстремальные траектории

ν = 0 ⇒ u(t) ≡ 0 ⇒ θ ≡ 0, x = t, y ≡ 0

q0 q1

J = 0 = min ⇒
⇒ анормальные экстремальные траектории

оптимальны при t ∈ [0, t1]



Гамильтонова система ПМП в нормальном случае

ν = −1 ⇒ неединственность экстремальных траекторий

Гамильтонова система:

ḣ1 = −h2h3, ẋ = cos θ

ḣ2 = h3, ẏ = sin θ

ḣ3 = h1h2, θ̇ = h2

Полная интегрируемость по Лиувиллю:
∃ 3 независимых интеграла в инволюции

h2
1 + h2

3 = r2 ≡ const ⇒ h1 = −r cosβ, h3 = −r sinβ



Уравнение маятника
Кинетический аналог Кирхгоффа

β̈ = −r sinβ ⇐⇒
{
β̇ = c ,
ċ = −r sinβ
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Параметризация экстремальных траекторий
функциями Якоби

sin
θt
2

= k dn(
√

rϕ) sn(
√

rϕt)− k sn(
√

rϕ) dn(
√

rϕt),

cos
θt
2

= dn(
√

rϕ) dn(
√

rϕt) + k2 sn(
√

rϕ) sn(
√

rϕt),

xt =
2√
r
dn2(
√

rϕ)(E(
√

rϕt)− E(
√

rϕ))

+
4k2
√

r
dn(
√

rϕ) sn(
√

rϕ)(cn
√

rϕ)− cn(
√

rϕt))

+
2k2
√

r
sn2(
√

rϕ)(
√

r t + E(
√

rϕ)− E(
√

rϕt))− t,

yt =
2k√

r
(2 dn2(

√
rϕ)− 1)(cn(

√
rϕ)− cn(

√
rϕt))

− 2k√
r
sn(
√

rϕ) dn(
√

rϕ)(2(E(
√

rϕt)− E(
√

rϕ))−
√

r t).



Эйлеровы эластики

Энергия маятника

E =
θ̇2

2
− r cos(θ − γ) ≡ const ∈ [−r ,+∞)

• E = −r 6= 0 ⇒ прямые
• E ∈ (−r , r), r 6= 0 ⇒ перегибные эластики
• E = r 6= 0, θ − γ = π ⇒ прямые
• E = r 6= 0, θ − γ 6= π ⇒ критические эластики
• E > r 6= 0 ⇒ бесперегибные эластики
• r = 0 ⇒ прямые и окружности



Перегибные эластики
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Бесперегибные эластики
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Оптимальность нормальных экстремальных траекторий

q(t) локально оптимальна:

∃ε > 0 ∀q̃ : ‖q̃−q‖C < ε, q(0) = q̃(0), q(t1) = q̃(t1) ⇒
J(q) 6 J(q̃)

Устойчивая эластика (x(t), y(t))

q(t) глобально оптимальна:

∀q̃ : q(0) = q̃(0), q(t1) = q̃(t1) ⇒ J(q) 6 J(q̃)

Эластика (x(t), y(t)) минимальной упругой энергии



Потеря оптимальности

Теорема (Усиленное условие Лежандра)
∂2h−1

u
∂u2 < 0 ⇒ малые дуги q(t) локально оптимальны.

Время разреза:

tcut(q) = sup{t > 0 | q(s), s ∈ [0, t], оптимальна }.



Глобальная причина потери оптимальности:
Точка Максвелла

Точка Максвелла qt : ∃q̃s 6≡ qs : qt = q̃t , Jt [q, u] = Jt [q̃, ũ]

q0

q̃s

qs

qt = q̃t, Jt[q, u] = Jt[q̃, ũ]

q1 = qt1 = q̂t1 , Jt1 [q, u] > Jt1 [q̂, û]

q̂s

-

-

-



Локальная причина потери оптимальности:
Сопряженная точка

q(t) ∈ огибающей семейства экстремалей

�
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tcut 6 min(tMax, tconj)



Отражения в фазовом цилиндре маятника β̈ = −r sin β

?

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��+

ε1

ε2

ε3
β

c
γs

γ1
s

γ2
s

γ3
s

j

�Y

*

Группа симметрий прямоугольника D2 = {Id, ε1, ε2, ε3}

ε1 ε2 ε3

ε1 Id ε3 ε2

ε2 ε3 Id ε1

ε3 ε2 ε1 Id



Действие отражений ε1, ε2, ε3 на эластики

pc

(xs, ys)
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Неподвижные точки отражений ε1, ε2, ε3

pc

l⊥

l l



Точки Максвелла, соответствующие отражениям

Неподвижные точки отражений εi :

t = tn
εi , i = 1, 2, n = 1, 2, . . .

Верхняя оценка времени разреза:

tcut 6 min(t1
ε1 , t

1
ε2) 6 T ,

T — период колебания маятника



Сопряженные точки

Expt : T ∗q0
M → M, λ0 7→ q(t) = π ◦ et~h(λ0)

q(t) — сопряж. точка ⇐⇒ q(t) — критическое значение Expt

Expt(h1, h2, h3) = (x , y , θ)

∂(x , y , θ)

∂(h1, h2, h3)
= 0

Теорема

• Бесперегибные эластики ⇒ нет сопряженных точек
(М. Борн, 1906)

• Перегибные эластики ⇒ t1
conj ∈ [t1

ε1 , t
1
ε2 ]



Локальная оптимальность
нормальных экстремальных траекторий

q(t) = (x(t), y(t), θ(t)) нормальная экстремальная траектория

Теорема (Условие Якоби)

• (0, t1] не содержит сопряженных точек ⇒ q(t)
локально оптимальна;

• (0, t1) содержит сопряженные точки ⇒ q(t) не
является локально оптимальной.

Локальная оптимальность теряется в
первой сопряженной точке



Устойчивость эйлеровых эластик

t1
conj ∈ (0,+∞] первая сопряженная точка

• t1 < t1
conj ⇒ устойчивость

• t1 > t1
conj ⇒ неустойчивость

• прямые, окружности, бесперегибные эластики устойчивы



Устойчивость перегибных эластик

Потеря устойчивости в первой сопряженной точке

Теорема

• t1 6
1
2
T ⇒ устойчивость

• t1 >
3
2
T ⇒ неустойчивость

В частности:

• нет точек перегиба ⇒ устойчивость
• 1 или 2 точки перегиба ⇒ устойчивость или

неустойчивость
• 3 точки перегиба ⇒ неустойчивость



Замкнутые эластики:
x(0) = x(t1), y(0) = y(t1), θ(0) = θ(t1)

Нестягиваемые эластики (все устойчивы):

Стягиваемые эластики (устойчива только однократная 8-ка):



Решение задачи Эйлера
для периодических граничных условий:

8 > 0

• 8
0

=∞ ?

• 8
0
≈ 2.8 !

• J8

J0
≈ 2.8

Теорема

• Окружность оптимальна глобально
• Восьмерка оптимальна локально



Потеря устойчивости
в однопараметрических семействах эластик
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Глобальная структура экспоненциального отображения
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1

Expt1−→

M+

M−

Expt1 : L1, L3 → M+ диффеоморфизмы
Expt1 : L2, L4 → M− диффеоморфизмы



Конкурирующие эластики

q0

q1 ∈ M+

q2(t) = Expt(λ
2)

λ2 ∈ L3

q1(t) = Expt(λ
1)

λ1 ∈ L1

? : J[q1(·)] ≶ J[q2(·)]

⇒ анимации . . .



Задача об оптимальном качении сферы по плоскости
Дано: A,B ∈ R2, реперы (a1, a2, a3), (b1, b2, b3) в R3.

Найти: γ(t), t ∈ [0, t1], — кратчайшую кривую т.ч.:
γ(0) = A, γ(t1) = B ,
при качении сферы по кривой γ(t) ориентация сферы
переходит из (a1, a2, a3) в (b1, b2, b3).



Оптимальное качение сферы по плоскости:
Задача оптимального управления

ẋ1 = u1,

ẋ2 = u2,

Ṙ = u1R(E31 − E13) + u2R(E23 − E32),

Q = (x1, x2,R) ∈ G = R2 × SO(3), (u1, u2) ∈ R2,

Q(0) = Q0, Q(t1) = Q1,∫ t1

0

√
u2
1 + u2

2 dt → min .



Результаты по задаче
об оптимальном качении сферы по плоскости

• Экстремальные кривые — эластики Эйлера
(В.Джурджевич),

• Непрерывные и дискретные симметрии,

• Описание поверхностей Максвелла алгебраическими
уравнениями,

• Локальное описание сопряженных точек и точек
Максвелла.

Гипотеза А.А.Аграчева:

субриманова сфера имеет счетную стратификацию



Задача об оптимальном движении машины на плоскости

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, l =

∫ t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + α2 θ̇2 dt → min



Пространство состояний — гладкое многообразие

G = {q = (x , y , θ) | (x , y) ∈ R2, θ ∈ S1} = R2
x ,y × S1

θ



Пространство состояний — группа движений плоскости

• q = (0, 0, θ) — поворот плоскости R2 на угол θ

• q = (x , y , 0) — параллельный перенос R2 на вектор (x , y)

• q = (x , y , θ) — поворот R2 на угол θ + параллельный
перенос R2 на вектор (x , y)

• q1 = (x1, y1, θ1), q2 = (x2, y2, θ2) ⇒
q2 · q1 = (x̃ , ỹ , θ̃):
x̃ = x2 + x1 cos θ2 − y1 sin θ2,
ỹ = y2 + x1 sin θ2 + y1 cos θ2,
θ̃ = θ2 + θ1

• q = (x , y , θ) ⇒
q−1 = (−x cos θ − y sin θ, x sin θ − y cos θ,−θ)



Пространство состояний G — группа Ли

• G — гладкое многообразие:
локальные координаты q = (x , y , θ)

• G — группа:
q2 · q1 — композиция движений плоскости
q−1 — обратное движение плоскости

• Групповые операции гладкие в локальных координатах

• ⇒ G — группа Ли

• G = SE(2)



Инвариантная задача на группе Ли

q(t) ∈ G — оптимальное решение ⇒
∀ q̂ ∈ G q̃(t) = q̂ · q(t) — оптимальное решение



Группы Ли

• G — группа Ли:
1) G — гладкое многообразие,
2) G — группа,
3) групповые операции гладкие.

• Примеры групп Ли:
• Rn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R},
• S1 = {(x , y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} = {θ ∈ [0, 2π]/0 ∼ 2π},
• Tn = S1 × S1 × · · · × S1 = {(θ1, . . . , θn) | θi ∈ S1},
• GL(n) = {X ∈ Rn×n | detX 6= 0},
• SO(n) = {X ∈ Rn×n | X> = X−1, detX = 1},
• SE(n) ={

X =

(
A v
0 1

)
∈ R(n+1)×(n+1) | A ∈ SO(n), v ∈ Rn

}
,

• SU(n) = {X ∈ Cn×n | X> = X−1, detX = 1}.



Инвариантные задачи оптимального управления
на группах Ли

q̇ = f (q, u), q ∈ G — группа Ли, u ∈ U ⊂ Rm

q(0) = q0, q(t1) = q1

J =

∫ t1

0
g(q, u) dt → min .

Динамика f (q, u) и функционал J инвариантны относительно
сдвигов на G :

q(t) ∈ G — оптимальная траектория ⇒
∀ q̂ ∈ G q̃(t) = q̂ · q(t) — оптимальная траектория



Примеры инвариантных задач на группах Ли

• Управление вращениями твердого тела: G = SO(3),

• Задача Дидоны: G =








1 x z
0 1 y
0 0 1


 | x , y , z ∈ R



,

• Задача об эластиках на плоскости или в пространстве:
G = SE(2) или SE(3),

• Оптимальное качение сферы по плоскости:
G = R2 × SO(3),

• Управление трехуровневой квантовой системой:
G = SU(3),

• Управление спиновой системой из n частиц: G = SU(2n),

• Моделирование квантового компьютера: G = SU(n).



Исследование инвариантных задач на группах Ли:
сдвиг начальной точки

• q(t) :

q(0) = Id — единичный элемент G , q(t1) = q1

• q̃(t) = ? :
q̃(0) = q̃0, q̃(t1) = q̃1

• q(t) = q̃−1
0 · q̃(t) :

q(0) = Id, q(t1) = q̃−1
0 · q̃1,

q̃(t) = q̃0 · q(t).



Принцип максимума Понтрягина

q̇ = f (q, u), q(0) = q0, q(t1) = q1,∫ t1

0
g(q, u) dt → min .

q(t) оптимальна ⇒ ∃ ψ(t) ∈ Rn, n = dimG :





ψ̇ = −∂ H
∂ q

(ψ, q), ψ ∈ Rn,

q̇ =
∂ H
∂ ψ

(ψ, q), q ∈ G ,

H(ψ, q) = max
u

(ψf (q, u)− g(q, u))



Гамильтонова система принципа максимума
для инвариантных задач на группах Ли

Замена сопряженных переменных ϕ = ϕ(ψ, q):
{
ϕ̇ = K (ϕ), ϕ ∈ Rn,

q̇ = L(ϕ, q), q ∈ G ,

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn), где ϕi (ψ, q) линейные по ψ гамильтонианы,
соответствующие полям f и их коммутаторам.

Интегрирование гамильтоновой системы ПМП:
1) ϕ = ϕ(t),
2) q = q(t).



Симметрии гамильтоновой системы ПМП

ϕ̇ = K (ϕ), (1)
q̇ = L(ϕ, q). (2)

Диффеоморфизм F (ϕ, q) = (Φ,Q) — симметрия (1), (2), если:

(ϕ(t), q(t)) решение ⇒ (Φ(t),Q(t)) решение.

Симметрия подсистемы (1):

M(ϕ) = Φ.

Продолжение до симметрии полной системы (1), (2):

Φ = M(ϕ), Q = N(q)



Непрерывные и дискретные симметрии
гамильтоновой системы ПМП

• Группа симметрий:

Sym = {F (ϕ, q) — симметрии гамильтоновой системы},
• Непрерывные симметрии: понижение порядка системы,
• Дискретные симметрии: исследование оптимальности
экстремальных траекторий (точки Максвелла).

q0

q̃s

qs

qt = q̃t, Jt[q, u] = Jt[q̃, ũ]

q1 = qt1 = q̂t1 , Jt1 [q, u] > Jt1 [q̂, û]

q̂s

-

-

-



Оптимальное движение машины на плоскости:
Задача оптимального управления

ẋ = u cos θ,
ẏ = u sin θ,

θ̇ = v ,
q = (x , y , θ) ∈ G = SE(2),

(u, v) ∈ R2,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + α2 θ̇2 =

∫ t1

0

√
u2 + α2 v2 dt → min .

Растяжения плоскости (x , y) ⇒ α = 1



Результаты по задаче об оптимальном движении
машины по плоскости

• Существование оптимальных траекторий,

• Параметризация экстремальных траекторий (ПМП),

• Описание оптимальных траекторий:
• Общие граничные условия ⇒ сведение к системам

алгебраических уравнений,
• Специальные граничные условия ⇒ явные решения,

• Структура оптимального синтеза и множества Максвелла,

• Субримановы сферы,

• Приложения: восстановление поврежденных изображений,
Параллельный программный комплекс для восстановления
изображений.



Оптимальное движение машины по плоскости:
экстремальные траектории общего положения

Параметризация функциями Якоби cn, sn, dn, E.



Оптимальное движение машины по плоскости:
экстремальные траектории специального вида

Параметризация элементарными функциями.



Точки Максвелла на экстремальных траекториях:
потеря оптимальности



Оптимальные траектории

x1 6= 0, y1 = 0, θ1 = 0

x1 = 0, y1 = 0, θ1 6= 0



Оптимальные траектории

x1 6= 0, y1 = 0, θ1 = π



Оптимальные траектории

x1 = 0, y1 6= 0, θ1 = 0



Множество Максвелла

Max = {q1 ∈ G | ∃ > 1 оптимальной траектории q(·) : q(t1) = q1}



Субриманова метрика и сферы

• d(q0, q1) = inf{l(q(·)) | q(0) = q0, q(t1) = q1}

• SR = {q ∈ G | d(q0, q) = R}

• R = 0 ⇒ SR = {q0}

• R ∈ (0, π) ⇒ SR ∼= S2

• R = π ⇒ SR ∼= S2/{N = S}

• R > π ⇒ SR ∼= T2



Глобальная структура субримановых сфер



Приложения: Восстановление скрытого контура
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Приложения: Восстановление скрытого контура
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Параллельный ПК OptimalInpainting
для восстановления поврежденных изображений



Исходное, поврежденное и восстановленное
полутоновое изображение



Исходное, поврежденное и восстановленное
бинарное изображение
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