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Âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèé



Íåéðîôèçèîëîãèÿ çðåíèÿ

A Ãðóïïû íåéðîíîâ ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû ãîëîâíîãî

ìîçãà V1 ÷óâñòâèòåëüíû êàê ê ïîëîæåíèþ, òàê è

íàïðàâëåíèþ. Ïîýòîìó V1 ïîäíèìàåò èçîáðàæåíèå ñ

ïëîñêîñòè R2 íà ïðîåêòèâíîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

PTR2 = R2 × P1.

B Ïðè âîññòàíîâëåíèè èçîáðàæåíèÿ ìèíèìèçèðóåòñÿ

ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ àêòèâàöèè íåéðîíîâ, íå

àêòèâèðîâàííûõ èçîáðàæåíèåì íà PTR2.



A1. Ä.Õóáåë è Ò.Âèçåë (Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ 1981 ã.):
Ãðóïïû íåéðîíîâ, ÷óâñòâèòåëüíûå ê íàïðàâëåíèþ



Ìîäåëü ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû V1
¾Êîëåñíàÿ¿ ìîäåëü (pinwheel model):



A2. Ïîäúåì íà PTR2

• Ìîçã õðàíèò èçîáðàæåíèå êàê íàáîð ïîëîæåíèé è

íàïðàâëåíèé, ò.å. îí âûïîëíÿåò ïîäúåì èçîáðàæåíèÿ ñ

ïëîñêîñòè R2 íà PTR2 = R2 × P1.

• PTR2 � ðàññëîåíèå ñ áàçîé R2 è ñëîåì P1.



A3. Ïîäúåì (ëèôò) êðèâîé

• R2 3 (x(t), y(t)) 7→ (x(t), y(t), θ(t)) ∈ PTR2,

θ(t) = arctg(ẏ(t)/ẋ(t)) ∈ P1 = [0, π]/ ∼.
Ïðèìåð: (cos t, sin t):

• ëþáàÿ êðèâàÿ â R2 áåç îñîáûõ òî÷åê èìååò ëèôò íà PTR2,

• íå ëþáàÿ êðèâàÿ â PTR2 ÿâëÿåòñÿ ëèôòîì íåêîòîðîé

êðèâîé â R2.



A4. Êàêèå êðèâûå â PTR2 ÿâëÿþòñÿ ëèôòàìè ïëîñêèõ
êðèâûõ?

θ(t) = arctg(ẏ(t)/ẋ(t)) ⇐⇒

ẋ = u1 cos θ, ẏ = u1 sin θ, θ̇ =: u2,

q = (x , y , θ) ∈ PTR2, u = (u1, u2) ∈ R2.

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q),

X1(q) =

 cos θ
sin θ
0

 , X2(q) =

 0

0

1





B1. Êàêîé ôóíêöèîíàë ìèíèìèçèðóåòñÿ?

• ìîçã ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë (âíåøíèé èëè âíóòðåííèé

äëÿ ìîçãà),

• ïðè äâèæåíèè ïðåäìåòà â ðóêå ìîçã ìèíèìèçèðóåò

êîìïðîìèññ ìåæäó ýíåðãèåé è óñèëèåì ìûøö (âíåøíèé

ôóíêöèîíàë),

• ïðè âîññòàíîâëåíèè êîíòóðà ìîçã ìèíèìèçèðóåò ýíåðãèþ,

çàòðà÷èâàåìóþ íà àêòèâàöèþ íåéðîíîâ (âíóòðåííèé

ôóíêöèîíàë),

• ëåãêî àêòèâèðóþñÿ íåéðîíû, áëèçêèå êàê ïî ïîëîæåíèþ,

òàê è îðèåíòàöèè (ò.å. áëèçêèå â PTR2).

•
∫

(u21 + α2u22) dt → min ⇐⇒
∫ √

u21 + α2u22 dt → min

âûáîð ìàñøòàáà ⇒ α = 1



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), (u1, u2) ∈ R2,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u21 + u22 dt =

∫ t1

0

〈q̇, q̇〉1/2 dt → min,

〈Xi ,Xj〉 = δij , i , j = 1, 2.



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà PTR2

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), q = (x , y , θ) ∈ PTR2, u = (u1, u2) ∈ R2,

q(0) = q0, q(t1) = q1,∫ t1

0

√
u21 + u22 dt → min .

θ ∈ P1 = R/(πZ) = [0, π]/ ∼ .



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà SE(2)

SE(2) =


 cos θ − sin θ x

sin θ cos θ y

0 0 1

 | θ ∈ S1 = R/(2πZ), x , y ∈ R

 ∼=
∼= R2 × S1.

θ ∈ S1 = R/(2πZ) = [0, 2π]/ ∼ .

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), q = (x , y , θ) ∈ SE(2), u = (u1, u2) ∈ R2,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

X1(q) =

 cos θ
sin θ
0

 , X2(q) =

 0

0

1

 ,

∫ t1

0

√
u21 + u22 dt → min .



Ïåðåôîðìóëèðîâêà ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà SE(2):
Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì äâèæåíèè ìàøèíû íà ïëîñêîñòè

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, l =

∫ t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 dt → min



Ñâÿçü ìåæäó îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè â SE(2) è PTR2



Ðåçóëüòàòû ïî ñóáðèìàíîâîé çàäà÷å íà SE(2)

• Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

• Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé (ÏÌÏ),

• Îïèñàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé:
• Îáùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ⇒ ñâåäåíèå ê ñèñòåìàì

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

• Ñïåöèàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ⇒ ÿâíûå ðåøåíèÿ,

• Ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà è ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà,

• Ñóáðèìàíîâû ñôåðû,

• Ïðèëîæåíèÿ: âîññòàíîâëåíèå ïîâðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé,

Ïàðàëëåëüíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ

èçîáðàæåíèé.



Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà SE(2)

ẋ = u1 cos θ, ẏ = u1 sin θ, θ̇ = u2,

(x , y) ∈ R2, θ ∈ S1 = R/(2π Z),

q = (x , y , θ) ∈ M = R2 × S1,

(u, v) ∈ R2,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u21 + u22 dt → min .



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà SE(2):
Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé

• q̇ = u1X1(q) + u2X2(q),

span(X1(q),X2(q), [X1,X2](q)) = TqM ∀ q ∈ M

⇒
ñèñòåìà âïîëíå óïðàâëÿåìà (òåîðåìà Ðàøåâñêîãî-×æîó)

• Òåîðåìà Ôèëèïïîâà

⇒ ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé q(t).



Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

• Àíîðìàëüíûå ýêñòðåìàëüíûå òàåêòîðèè ïîñòîÿííû.

• Íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè:

γ̇ = c , ċ = − sin γ, (γ, c) ∈ C ∼= (2S1
γ )× Rc ,

ẋ = sin
γ

2
cos θ, ẏ = sin

γ

2
sin θ, θ̇ = − cos γ

2
.

• Ïàðàìåòðèçàöèÿ äëèíîé äóãè:

ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 ≡ 1 ⇒ l = t1 → min



Ñòðàòèôèêàöèÿ ôàçîâîãî öèëèíäðà ìàÿòíèêà
γ̇ = c , ċ = − sin γ: C = ∪5

i=1Ci

• Èíòåãðàë ýíåðãèè E = c2/2− cos γ ∈ [−1,+∞)
• C1 = {λ ∈ C | E ∈ (−1, 1)},
• C2 = {λ ∈ C | E ∈ (1,+∞)},
• C3 = {λ ∈ C | E = 1, c 6= 0},
• C4 = {λ ∈ C | E = −1},
• C5 = {λ ∈ C | E = 1, c = 0}.
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Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé

• λ = (γ, c) ∈ C1 ⇒

θt = s1(amϕ− amϕt) (mod 2π),

xt = (s1/k)[cnϕ(dnϕ− dnϕt) + snϕ(t + E(ϕ)− E(ϕt))],

yt = (1/k)[snϕ(dnϕ− dnϕt)− cnϕ(t + E(ϕ)− E(ϕt))].

• λ = (γ, c) ∈ C2 ⇒

cos θt = k2 snψ snψt + dnψ dnψt ,

sin θt = k(snψ dnψt − dnψ snψt),

xt = s2k[dnψ(cnψ − cnψt) + snψ(t/k + E(ψ)− E(ψt))],

yt = s2[k2 snψ(cnψ − cnψt)− dnψ(t/k + E(ψ)− E(ψt))].

• λ = (γ, c) ∈ C3 ∪ C4 ∪ C5 ⇒ ãèïåðáîëè÷åñêèå è

ëèíåéíûå ôóíêöèè.



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà SE(2):
ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ôóíêöèÿìè ßêîáè cn, sn, dn, E.



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà SE(2):
ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè ñïåöèàëüíîãî âèäà

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè.



Îïòèìàëüíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé

q(t) ëîêàëüíî îïòèìàëüíà:

∃ε > 0 ∀ òðàåêòîðèè q̃ : ‖q̃ − q‖C < ε,

q(0) = q̃(0), q(t1) = q̃(t̃1) ⇒ t1 6 t̃1

q(t) ãëîáàëüíî îïòèìàëüíà:

∀ òðàåêòîðèè q̃ : q(0) = q̃(0), q(t1) = q̃(t̃1) ⇒ t1 6 t̃1



Ïîòåðÿ îïòèìàëüíîñòè

• Óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà:
∂2h−1u

∂u2
< 0 ⇒ ìàëûå äóãè òðàåêòîðèè q(t)

îïòèìàëüíû.

• Âðåìÿ ðàçðåçà:

tcut(q) = sup{t > 0 | q(s) îïòèìàëüíà ïðè s ∈ [0, t]}.



Ïðè÷èíû ïîòåðè îïòèìàëüíîñòè:
(1) Òî÷êà Ìàêñâåëëà

Òî÷êà Ìàêñâåëëà qt :

∃ ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ q̃s 6≡ qs : q0 = q̃0, qt = q̃t

Ðèñ.: t2 < t1



Ïðè÷èíû ïîòåðè îïòèìàëüíîñòè:
(2) Ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà

qt ∈ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé

�

� � � � � �

� �	�


 �


 �

� � �


� �����	�� � �

tcut 6 min(tMax, tconj)



Îòðàæåíèÿ εi â ôàçîâîì öèëèíäðå ìàÿòíèêà γ̈ = − sin γ

• Ãðóïïà ñèììåòðèé ïàðàëëåëåïèïåäà

G = {Id, ε1, . . . , ε7} = Z2 × Z2 × Z2.

• Äåéñòâèå îòðàæåíèé εi : δ 7→ δi íà òðàåêòîðèè ìàÿòíèêà

Π 2 Π

δ

δ1

δ2

δ3

δ4

δ5

δ6

δ7

γ

c



Äåéñòâèå îòðàæåíèé εi íà êðèâûå (xt , yt)

Ðèñ.: ε1, ε2
Ðèñ.: ε4, ε7

Ðèñ.: ε5, ε6



Òî÷êè Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóþùèå îòðàæåíèÿì
• Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòðàæåíèé εi :

t = tnεi , i = 1, 2, . . . , 7, n = 1, 2, . . .

• Âåðõíÿÿ îöåíêà âðåìåíè ðàçðåçà: tcut 6 t := min(t1
εi ).

• Ãðàôèê ôóíêöèè t = t(E ):
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Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå è ñîïðÿæåííûå òî÷êè

• Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : (λ, t) = (γ, c, t) 7→ q(t),

Exp : N = C × R+ → M

• q � ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà ⇐⇒ q � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå

îòîáðàæåíèÿ Exp

• Exp(γ, c , t) = (x , y , θ)

• ∂(x , y , θ)

∂(γ, c , t)
= 0



Îöåíêè ñîïðÿæåííîãî âðåìåíè

• Òðàåêòîðèè áåç òî÷åê ïåðåãèáà:

λ ∈ C1 ∪ C3 ∪ C4 ∪ C5 ⇒ t1conj(λ) = +∞.

• Òðàåêòîðèè ñ òî÷êàìè ïåðåãèáà:

λ ∈ C2 ⇒ t1ε6(λ) > t1conj(λ) > t1ε2(λ) = t(λ).



Âðåìÿ ðàçðåçà è òî÷êè ðàçðåçà

tcut(λ) = t(λ) =


t1ε5 = 2K (k) = T/2, λ ∈ C1,

t1ε2 = 2kp11(k) ∈ (T , 2T ), λ ∈ C2,

+∞, λ ∈ C3 ∪ C5,
t1ε5 = π = T/2, λ ∈ C4

p = p11(k) : cn(p, k)(E(p, k)− p)− dn(p, k) sn(p, k) = 0

Ðèñ.: λ ∈ C1 Ðèñ.: λ ∈ C2

Ðèñ.: λ ∈ C4



Òî÷êè Ìàêñâåëëà íà ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ:
ïîòåðÿ îïòèìàëüíîñòè



Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè

x1 6= 0, y1 = 0, θ1 = 0

x1 = 0, y1 = 0, θ1 6= 0



Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè

x1 6= 0, y1 = 0, θ1 = π



Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè

x1 = 0, y1 6= 0, θ1 = 0



Ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà

Max = {q1 ∈ G | ∃ > 1 îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè q(·) : q(t1) = q1}



Ñóáðèìàíîâà ìåòðèêà è ñôåðû

• d(q0, q1) = inf{l(q(·)) | q(0) = q0, q(t1) = q1}

• SR = {q ∈ G | d(q0, q) = R}

• R = 0 ⇒ SR = {q0}

• R ∈ (0, π) ⇒ SR ∼= S2

• R = π ⇒ SR ∼= S2/{N = S}

• R > π ⇒ SR ∼= T2



Ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñóáðèìàíîâûõ ñôåð â SE(2)



Ïðèëîæåíèå: Âîññòàíîâëåíèå ñêðûòîãî êîíòóðà
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Âîññòàíîâëåíèå ñêðûòîãî êîíòóðà
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Ïàðàëëåëüíûé ÏÊ OptimalInpainting

äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîâðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé



Èñõîäíîå, ïîâðåæäåííîå è âîññòàíîâëåííîå
ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå



Èñõîäíîå, ïîâðåæäåííîå è âîññòàíîâëåííîå
áèíàðíîå èçîáðàæåíèå



Ïðîáëåìà 1: íååäèíñòâåííîñòü ëèíèé óðîâíÿ



Ïðîáëåìà 2: òî÷êè âîçâðàòà



Ïðîáëåìà 3: Èçâëå÷åíèå èçîôîò (ëèíèé óðîâíÿ ÿðêîñòè)
èç ïîëóòîíîâûõ èçîáðàæåíèé

Ïðîáëåìà 4: Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè ÿðêîñòè



Âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ àíèçîòðîïíîé
äèôôóçèè íà PTR2

Ïîâðåæäåííîå èçîáðàæåíèå I : D \ Ω→ [0,+∞)

1. Ñãëàæèâàíèå f = I ∗ Gσ:
f (x , y) =

∫∫
R2 I (x̃ , ỹ)Gσ(x − x̃ , y − ỹ) dx̃ d ỹ ,

Gσ(x , y) = 1
2πσ2

exp
(
− x2+y2

2σ2

)
.

2. Ïîäúåì f : R2 → R äî f : PTR2 → R:

f (x , y , θ) =

{
f (x , y), åñëè θ � óãîë íàêëîíà {f = const},
0 èíà÷å

3. Àíèçîòðîïíàÿ äèôôóçèÿ

∂tΦ(q, t) = (X 2
1 + X 2

2 )Φ(q, t),

Φ(q, 0) = f (q)

4. Ïðîåêöèÿ íà R2:

f̃ (x , y) = max
θ∈P1

Φ(x , y , θ,T ).



Èçîòðîïíàÿ äèôôóçèÿ â R3

• Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

∂tΦ(x , y , z , t) = (∂2x + ∂2y + ∂2z )Φ(x , y , z , t),

Φ(x , y , z , 0) = ϕ(x , y , z).

• Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (ÿäðî òåïëîïðîâîäíîñòè)

∂tE(x , y , z , t)− (∂2x + ∂2y + ∂2z )E(x , y , z , t) = δ(x , y , z , t),

E(x , y , z , t) =
θ(t)

(2
√
πt)3

exp

(
−x

2 + y2 + z2

4t

)
,

Φ = ϕ ∗ E .
• Ðàñïðîñòðàíåíèå äèôôóçèè ïî ðèìàíîâûì ãåîäåçè÷åñêèì ẋ

ẏ

ż

 =

 u1
u2
u3

 = u1∂x + u2∂y + u3∂z ,∫ √
u21 + u22 + u23 dt → min .



Àíèçîòðîïíàÿ äèôôóçèÿ â PTR2

• Óðàâíåíèå aíèçîòðîïíîé äèôôóçèè

∂tΦ(q, t) = (X 2
1 + X 2

2 )Φ(q, t),

Φ(q, 0) = ϕ(q), q = (x , y , θ) ∈ PTR2 = R2 × P1.

• Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (ÿäðî aíèçîòðîïíîé äèôôóçèè)

∂tE(q, t)− (X 2
1 + X 2

2 )E(q, t) = δ(q, t),

E(q, t) = . . . ,

Φ = ϕ ∗ E .

• Ðàñïðîñòðàíåíèå äèôôóçèè ïî ñóáðèìàíîâûì

ãåîäåçè÷åñêèì

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q),∫ √
u21 + u22 dt → min .



Àíèçîòðîïíàÿ äèôôóçèÿ: ðåçóëüòàòû



Àíèçîòðîïíàÿ äèôôóçèÿ: ðåçóëüòàòû



Àíèçîòðîïíàÿ äèôôóçèÿ: ðåçóëüòàòû



Èíâàðèàíòíûå ñóáðèìàíîâû çàäà÷è
íà 3-ìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè

(êëàññèôèêàöèÿ À.À.Àãðà÷åâà)



Ðåçþìå äîêëàäà

• Ìîäåëü ïåðâè÷íîé çðèòåëüíîé êîðû ãîëîâíîãî ìîçãà

• Çàäà÷è ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè íà PTR2 è SE(2)

• Ðåøåíèå ñóáðèìàíîâîé çàäà÷è íà SE(2)

• Âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ ñóáðèìàíîâûõ

ãåîäåçè÷åñêèõ

• Âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ àíèçîòðîïíîé

äèôôóçèè

• Èíâàðèàíòíûå ñóáðèìàíîâû çàäà÷è íà 3-ìåðíûõ ãðóïïàõ

Ëè


