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Îáçîð ëåêöèè

• Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ

• Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

• Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ

• Ýëàñòèêè Ýéëåðà

• Äâèæåíèå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ïðèöåïàìè

• Êà÷åíèå ñôåðû ïî ïëîñêîñòè

• Âîññòàíîâëåíèå ïîâðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé

• Àýðîíàâèãàöèÿ



Ýëàñòèêè Ýéëåðà



Äâèæåíèå ìîáèëüíîãî ðîáîòà

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)



Ìîáèëüíûé ðîáîò ñ ïðèöåïàìè



Êà÷åíèå øàðà ïî ïëîñêîñòè



Âîññòàíîâëåíèå ïîâðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé



Àýðîíàâèãàöèÿ



Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è (êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé)

f (x)→ min(max), x ∈ D

• Çàäà÷à Ãåðîíà

f (x) =
√
a2 + x2+

√
b2 + (d − x)2 → min, D : x ∈ [0, d ]

• Èç âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ çàäàííîãî ïåðèìåòðà íàéòè

ïðÿìîóãîëüíèê ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè

f (x1, x2) = x1x2 → min, D : x1 + x2 = P, xi ≥ 0



Çàäà÷à Äèäîíû (IX â. äî í.ý.)

Ñòîëüêî êóïèëè çåìëè è äàëè åé èìÿ Áèðñà,

Ñêîëüêî ñìîãëè îêðóæèòü áû÷üåé øêóðîé.

Âåðãèëèé ¾Ýíåèäà¿

f [x ] =

∫
b

a

x(t) dt → max, D :

∫
b

a

√
1+ (x ′(t))2 dt = P.

Ðåøåíèå: x(t) � äóãà îêðóæíîñòè



Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå (1696)

Â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè A è B.

Îïðåäåëèòü ïóòü AMB, ñïóñêàÿñü ïî êîòîðîìó ïîä

äåéñòâèåì ñîáñòâåííîé òÿæåñòè, òåëî M, íà÷àâ

äâèãàòüñÿ èç òî÷êè A, äîñòèãíåò òî÷êè B â

êðàò÷àéøåå âðåìÿ

È. Áåðíóëëè

Ðåøåíèå: öèêëîèäà



Òåîðèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

∫
b

a

L(t, x(t), x ′(t)) dt → min

• Ëåîíàðä Ýéëåð (1707�1783),

Æîçåô Ëóè Ëàãðàíæ (1736�1813)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà:

∂ L

∂ x
− d

d t

∂ L

∂ x ′
= 0

• Àäðèåí Ëåæàíäð (1752�1833)

• Êàðë ßêîáè (1804�1851)

• Êàðë Âåéåðøòðàññ (1815�1897)



Òåîðèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

∫
b

a

L(t, x(t), u(t)) dt → min, x ′(t) = f (x(t), u(t)), u ∈ U

• Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, Â.Ã. Áîëòÿíñêèé, Ð. Â. Ãàìêðåëèäçå, Å. Ô.

Ìèùåíêî:

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

• Ðè÷àðä Áåëëìàí:

Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

• Ð. Áðîêåòò, Õ. Ñóññìàíí, Â. Äæàðäæåâè÷, Ì.È.Çåëèêèí,

Æ.-Ï. Ãîòüå, À.À.Àãðà÷åâ:

Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè óïðàâëåíèÿ



Çàäà÷à Ýéëåðà îá ýëàñòèêàõ

a1

l
v1

a0

v0

γ(t) R2

Äàíî: l > 0, ai ∈ R2, vi ∈ Tai
R2, |vi | = 1, i = 1, 2.

Íàéòè: γ(t), t ∈ [0, t1]:
γ(0) = a0, γ̇(0) = v0, γ(t1) = a1, γ̇(t1) = v1.

|γ̇(t)| ≡ 1 ⇒ t1 = l

Óïðóãàÿ ýíåðãèÿ J =
1

2

∫
t1

0

k2 dt → min, k(t) � êðèâèçíà γ(t).



XIII âåê: Æîðäàíóñ äå Íåìîðå

Jordanus de Nemore, De Ratione Ponderis,

Êíèãà 4, Ïðåäëîæåíèå 13:

Óïðóãèå êðèâûå � îêðóæíîñòè.

(Íåâåðíîå ðåøåíèå).



1691: ßêîá Áåðíóëëè, ïðÿìîóãîëüíàÿ ýëàñòèêà

dy =
x2 dx√
1− x4

, ds =
dx√
1− x4

, x ∈ [0, 1]



1742: Äàíèèë Áåðíóëëè

• Óïðóãàÿ ýíåðãèÿ

E = const ·
∫

ds

R2
,

R � ðàäèóñ êðèâèçíû.

• Ïîïûòêè ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è

E → min .

• Ïèñüìî Ëåîíàðäó Ýéëåðó: ïðåäëîæåíèå ðåøèòü ýòó çàäà÷ó.



1744: Ëåîíàðä Ýéëåð

• �Ìåòîä íàõîæäåíèÿ êðèâûõ ëèíèé, îáëàäàþùèõ

ñâîéñòâàìè ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà, èëè ðåøåíèå

èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è, âçÿòîé â ñàìîì øèðîêîì

ñìûñëå�, Ëîçàííà, Æåíåâà, 1744,

• Ïðèëîæåíèå ¾Îá óïðóãèõ êðèâûõ¿:

¾. . . â ìèðå íå ïðîèñõîäèò íè÷åãî, â ÷åì íå áûë

áû âèäåí ñìûñë êàêîãî-íèáóäü ìàêñèìóìà èëè

ìèíèìóìà.¿

• ¾Ñðåäè âñåõ êðèâûõ îäíîé è òîé æå äëèíû, êîòîðûå íå

òîëüêî ïðîõîäÿò ÷åðåç A è B, íî è êàñàþòñÿ â ýòèõ òî÷êàõ

ïðÿìûõ, çàäàííûõ ïî ïîëîæåíèþ, îïðåäåëèòü òó, äëÿ

êîòîðîé çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

∫
ds

R2
áóäåò íàèìåíüøèì.¿



1744: Ëåîíàðä Ýéëåð

• Çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ,

• Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ïóàññîíà,

• Ñâåäåíèå ê êâàäðàòóðàì

dy =
(α+ βx + γx2) dx√
a4 − (α+ βx + γx2)2

, ds =
a2 dx√

a4 − (α+ βx + γx2)2
,

• Êà÷åñòâåííûé àíàëèç èíòåãðàëîâ,

• Òèïû ðåøåíèé (ýëàñòèêè).



Ýñêèçû Ýéëåðà



Ýéëåðîâû ýëàñòèêè
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Ýéëåðîâû ýëàñòèêè
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Ýéëåðîâû ýëàñòèêè
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1807: Ïüåð Ñèìîí Ëàïëàñ

Ôîðìà ïîâåðõíîñòè êàïèëëÿðà

ìåæäó âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè

Ðèñóíêè Äæ.Ìàêñâåëëà (Áðèòàíñêàÿ Ýíöèêëîïåäèÿ, 1890 ã.)



1859: Ã.Ð. Êèðõãîô

Êèíåòè÷åñêèé àíàëîã: ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê

s
s
?

β

m

mg

L
S
S
S
S

β̈ = −r sinβ, r =
g

L



1880: Ë. Çààëøþòö

Ïåðâàÿ ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ýéëåðîâûõ ýëàñòèê ôóíêöèÿìè

ßêîáè:

L.Saalsch�utz, Î ñòåðæíå, íàãðóæåííîì äåéñòâèåì áîêîâîé ñèëû,

Ëåéïöèã, 1880.



1906: Ìàêñ Áîðí

• Äèññåðòàöèÿ ¾Óñòîé÷èâîñòü óïðóãèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè

è â ïðîñòðàíñòâå¿, Ãåòòèíãåí, 1906 ã.

• Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ⇒

ẋ = cos θ, ẏ = sin θ,

Aθ̈ + B sin(θ − γ) = 0, A, B, γ = const,

• ýëàñòèêà áåç òî÷åê ïåðåãèáà ⇒ óñòîé÷èâîñòü,

• ýëàñòèêà ñ òî÷êàìè ïåðåãèáà ⇒ ÷èñëåííîå

èññëåäîâàíèå ñîïðÿæåííûõ òî÷åê,

• ÷åðòåæè ýëàñòèê íà îñíîâå ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé.



1906: Ìàêñ Áîðí

Ýêñïåðèìåíòû ñ óïðóãèìè ñòåðæíÿìè:



1993: Â. Äæàðäæåâè÷

Ýéëåðîâû ýëàñòèêè â çàäà÷å îá îïòèìàëüíîì êà÷åíèè ñôåðû

ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ



Ïðèëîæåíèÿ ýéëåðîâûõ ýëàñòèê

• òåîðèÿ óïðóãîñòè è ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ

(ìîäåëèðîâàíèå êîëîíí, áàëîê, óïðóãèõ ñòåðæíåé),

• ðàçìåð è ôîðìà â áèîëîãèè (ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà äåðåâà,

èçãèá ïàëüì ïîä äåéñòâèåì âåòðà, êðèâèçíà ïîçâîíî÷íèêà,

ìåõàíèêà êðûëüåâ íàñåêîìûõ),

• àíàëîãè ñïëàéíîâ â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè (Ã.Áèðêõîô,

Ê.Ð. äå Áóð, 1964),

• âîññòàíîâëåíèå ñêðûòûõ èçîáðàæåíèé â êîìïüþòåðíîì

âèäåíèè (Ä.Ìàìôîðä, 1994),

• ìîäåëèðîâàíèå òîíêèõ îïòè÷åñêèõ âîëîêîí è ãèáêèõ

ñîåäèíåíèé â ìèêðîýëåêòðîíèêå (Â.Äæåèðåçáõîé, 2008),

• äèíàìèêà îñè âèõðÿ è êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

(Õ.Õàñèìîòî, 1971),

• ìîäåëèðîâàíèå ìîëåêóë ÄÍÊ (Ð.Ñ.Ìàííèíã, 1996), . . .



Ëîêàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ îïòèìàëüíîñòü
ýéëåðîâûõ ýëàñòèê

1. ßâëÿåòñÿ ëè óñòîé÷èâîé äàííàÿ äóãà ýëàñòèêè?

2. Èç âñåõ êðèâûõ ôèêñèðîâàííîé äëèíû ñ çàäàííûìè

êîíöàìè è êàñàòåëüíûìè íà êîíöàõ íàéòè êðèâóþ

ìèíèìàëüíîé óïðóãîé ýíåðãèè.

Ðåøåíèå (2006�2008 ãã.):

1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

ýëàñòèê.

2. Çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.

Ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé: ïðîãðàììà â Wolfram

Mathematica.



Êâàçèñòàòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ îïòèìàëüíûõ ýëàñòèê



Ýêñïåðèìåíòû ñ ýëàñòèêàìè



×åðòåæ ýëàñòèêè (Mathematica)
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Ñðàâíåíèå ôèçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ýëàñòèê



Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëàñòèê ñ ïîòåðåé
óñòîé÷èâîñòè: Ñåðèÿ A
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Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëàñòèê ñ ïîòåðåé
óñòîé÷èâîñòè: Ñåðèÿ A
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Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëàñòèê ñ ïîòåðåé
óñòîé÷èâîñòè: Ñåðèÿ B
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Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëàñòèê ñ ïîòåðåé
óñòîé÷èâîñòè: Ñåðèÿ B
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Àíèìàöèè ñ îïòèìàëüíûìè ýëàñòèêàìè...



Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì äâèæåíèè ìàøèíû íà ïëîñêîñòè

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, l =

∫
t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 dt → min



Ðåçóëüòàòû ïî çàäà÷å îá îïòèìàëüíîì äâèæåíèè
ìàøèíû ïî ïëîñêîñòè

• Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

• Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

• Îïèñàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé:
• Îáùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ⇒ ñâåäåíèå ê ñèñòåìàì

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

• Ñïåöèàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ⇒ ÿâíûå ðåøåíèÿ,

• Ñóáðèìàíîâû ñôåðû,

• Ïðîãðàììà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

• Ïðèëîæåíèÿ: âîññòàíîâëåíèå ñêðûòûõ èçîáðàæåíèé.



Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè



Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè



Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè



Ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñóáðèìàíîâûõ ñôåð



Ïðèëîæåíèå: Âîññòàíîâëåíèå ñêðûòîãî êîíòóðà
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Âîññòàíîâëåíèå ñêðûòîãî êîíòóðà
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Ïàðàëëåëüíûé ÏÊ OptimalInpainting
äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîâðåæäåííûõ èçîáðàæåíèé



Èñõîäíîå, ïîâðåæäåííîå è âîññòàíîâëåííîå
ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå



Èñõîäíîå, ïîâðåæäåííîå è âîññòàíîâëåííîå
áèíàðíîå èçîáðàæåíèå



Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì êà÷åíèè ñôåðû ïî ïëîñêîñòè
áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ïðîêðó÷èâàíèÿ

Äàíî: A,B ∈ R2, ðåïåðû (e01, e02, e03), (e11, e12, e13) â R3.

Íàéòè: γ(t), t ∈ [0, t1], � êðàò÷àéøóþ êðèâóþ ò.÷.:

γ(0) = A, γ(t1) = B ,

ïðè êà÷åíèè ñôåðû ïî êðèâîé γ(t) îðèåíòàöèÿ ñôåðû

ïåðåõîäèò èç (e01, e02, e03) â (e11, e12, e13).

g(t)

Àíèìàöèÿ ...



Èñòîðèÿ çàäà÷è

1894 Ã. Ãåðö: êàòÿùàÿñÿ ñôåðà êàê íåãîëîíîìíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ

ñèñòåìà.

1983 Äæ. Õàììåðñëè: ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êà÷åíèè ñôåðû.

1986 À.Àðòóð, Äæ. Óîëø: èíòåãðèðàåìîñòü óðàâíåíèé äëÿ

îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé.

1990 Ç. Ëè, Ý. Êýííè: ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû.

1993 Â.Äæàðäæåâè÷:

- êðèâûå (x(t), y(t)) � ýëàñòèêè Ýéëåðà,

- îïèñàíèå êà÷åñòâåííûõ òèïîâ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé.



Íîâûå ðåçóëüòàòû (2006�2011)

• Íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå ñèììåòðèè

• Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèììåòðèé

• Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

• Àñèìïòîòèêà ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé è íåïîäâèæíûõ

òî÷åê ñèììåòðèé ïðè êà÷åíèè ñôåðû ïî ñèíóñîèäàì ìàëîé

àìïëèòóäû.

Àíèìàöèÿ ...



Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì êà÷åíèè ñôåðû ïî ïëîñêîñòè
áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ñ ïðîêðó÷èâàíèåì

0Q

1Q

1e

2e
3e 1e

2e

3e

O



Êà÷åíèå ïî ïðÿìîé ñ ïðîêðó÷èâàíèåì



Êà÷åíèå ïî ñèíóñîèäå ñ ïðîêðó÷èâàíèåì



Îïòèìàëüíîå âîçâðàùåíèå ñôåðû â èñõîäíîå ïîëîæåíèå
ñ çàäàííîé îðèåíòàöèåé

Çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.



Àëãîðèòìû è ïðîãðàììû äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ ïðèëîæåíèåì ê çàäà÷àì

ðîáîòîòåõíèêè

• Ñîñòîÿíèå Q ïÿòèìåðíî, óïðàâëåíèå äâóìåðíî

• Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà:

ëèíåéíàÿ ïî óïðàâëåíèÿì

• Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Q(0) = Q0, dist(Q(t1),Q1) < ε

• Ïðèëîæåíèÿ:

1. êà÷åíèå òâåðäûõ òåë

2. äâèæåíèå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ äâóìÿ ïðèöåïàìè



Ðåøåíèå êîíñòðóêòèâíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

• Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ:

Q0

Q1

- òðàåêòîðèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû

- òðàåêòîðèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû

• Ñòðóêòóðà ÏÊ MotionPlanning:

1. ìîäóëü ïîñòðîåíèÿ íèëüïîòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè,

2. ìîäóëü ðåøåíèÿ çàäà÷è â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ

óïðàâëåíèé,

3. ìîäóëü ðåøåíèÿ çàäà÷è â êëàññå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé,

4. äîïîëíèòåëüíûå ôóíêöèè



Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ MotionPlanning

Вывод результатов:

u1(t), u2(t) (найденные управления),

q(t) (соответствующая траектория),

Начало

xs (символьное обозначение переменных), 

X1(xs), X2(xs) (векторные поля при управлениях),

 q0, q1, (начальное и целевое состояния),

 eps (точность), T(конечный момент времени),

U (класс управлений)  

Switch U

Выбор класса функций

в котором ищется 

управление

CPControl235

U=CP

Выбран класс 

кусочно-постоянных 

управлений

OptimalControl235

U=OC

Выбран класс 

оптимальных 

управлений

Конец

NilpotentApproximation235

(Построение нильпотентной 

аппроксимации NA)

OCSolver

(Поиск оптимальных управлений u1(t), u2(t) 

переводящих NA Из q в q1 за время t1=topt)

q=q0

Trajectory 

(Вычисление траектории q(t) исходной 

системы, соответствующей найденным 

u1(t), u2(t))

q=q(t1)

Dist(q,q1)<eps

Конкатенация управлений и 

перепараметризация времени

Нужная точность

 достигнута

Нет

Àíèìàöèè ...



Ïðèëîæåíèå ìîäåëè ìàøèíû Äóáèíñà ê àýðîíàâèãàöèè



Àëãîðèòìû è ïðîãðàììû ðåøåíèÿ

• Ñâåäåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê ñèñòåìàì

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

F (ϕ) = q1, ϕ ∈ N ′ ⊂ Rn, q1 ∈ G ′ ⊂ G .

• Ñèíòåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé:
• ìåòîä õîðä,
• ìåòîä Íüþòîíà.

• Ñåðèè óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèÿ îò

ïðàâîé ÷àñòè.

• Ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå ïðîãðàììû

(Mathematica, gridMathematica, TSim).



Çàêëþ÷åíèå

• Íåòðèâèàëüíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

• Òðàäèöèîííûå è íîâûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî

èññëåäîâàíèÿ

• Ðåçóëüòàòû

• Ïðèëîæåíèÿ

• Àëãîðèòìû è ïðîãðàììû ðåøåíèÿ


	0.0: 
	0.1: 
	0.2: 
	0.3: 
	0.4: 
	0.5: 
	0.6: 
	0.7: 
	0.8: 
	0.9: 
	0.10: 
	0.11: 
	0.12: 
	0.13: 
	0.14: 
	0.15: 
	0.16: 
	0.17: 
	0.18: 
	0.19: 
	0.20: 
	0.21: 
	0.22: 
	0.23: 
	0.24: 
	0.25: 
	0.26: 
	0.27: 
	0.28: 
	0.29: 
	0.30: 
	0.31: 
	0.32: 
	0.33: 
	0.34: 
	0.35: 
	0.36: 
	0.37: 
	0.38: 
	0.39: 
	0.40: 
	0.41: 
	0.42: 
	0.43: 
	0.44: 
	0.45: 
	0.46: 
	0.47: 
	0.48: 
	0.49: 
	0.50: 
	0.51: 
	0.52: 
	0.53: 
	0.54: 
	0.55: 
	0.56: 
	0.57: 
	0.58: 
	0.59: 
	0.60: 
	0.61: 
	0.62: 
	0.63: 
	0.64: 
	0.65: 
	0.66: 
	0.67: 
	0.68: 
	0.69: 
	0.70: 
	0.71: 
	0.72: 
	0.73: 
	0.74: 
	0.75: 
	0.76: 
	0.77: 
	0.78: 
	0.79: 
	0.80: 
	0.81: 
	0.82: 
	0.83: 
	0.84: 
	0.85: 
	0.86: 
	0.87: 
	0.88: 
	0.89: 
	0.90: 
	0.91: 
	0.92: 
	0.93: 
	0.94: 
	0.95: 
	0.96: 
	0.97: 
	0.98: 
	0.99: 
	anm0: 
	1.0: 
	1.1: 
	1.2: 
	1.3: 
	1.4: 
	1.5: 
	1.6: 
	1.7: 
	1.8: 
	1.9: 
	1.10: 
	1.11: 
	1.12: 
	1.13: 
	1.14: 
	1.15: 
	1.16: 
	1.17: 
	1.18: 
	1.19: 
	1.20: 
	1.21: 
	1.22: 
	1.23: 
	1.24: 
	1.25: 
	1.26: 
	1.27: 
	1.28: 
	1.29: 
	1.30: 
	1.31: 
	1.32: 
	1.33: 
	1.34: 
	1.35: 
	1.36: 
	1.37: 
	1.38: 
	1.39: 
	1.40: 
	1.41: 
	1.42: 
	1.43: 
	1.44: 
	1.45: 
	1.46: 
	1.47: 
	1.48: 
	1.49: 
	1.50: 
	1.51: 
	1.52: 
	1.53: 
	1.54: 
	1.55: 
	1.56: 
	1.57: 
	1.58: 
	1.59: 
	1.60: 
	1.61: 
	1.62: 
	1.63: 
	1.64: 
	1.65: 
	1.66: 
	1.67: 
	1.68: 
	1.69: 
	1.70: 
	1.71: 
	1.72: 
	1.73: 
	1.74: 
	1.75: 
	1.76: 
	1.77: 
	1.78: 
	1.79: 
	1.80: 
	1.81: 
	1.82: 
	1.83: 
	1.84: 
	1.85: 
	1.86: 
	1.87: 
	1.88: 
	1.89: 
	1.90: 
	1.91: 
	1.92: 
	1.93: 
	1.94: 
	1.95: 
	1.96: 
	1.97: 
	1.98: 
	1.99: 
	anm1: 
	2.0: 
	2.1: 
	2.2: 
	2.3: 
	2.4: 
	2.5: 
	2.6: 
	2.7: 
	2.8: 
	2.9: 
	2.10: 
	2.11: 
	2.12: 
	2.13: 
	2.14: 
	2.15: 
	2.16: 
	2.17: 
	2.18: 
	2.19: 
	2.20: 
	2.21: 
	2.22: 
	2.23: 
	2.24: 
	2.25: 
	2.26: 
	2.27: 
	2.28: 
	2.29: 
	2.30: 
	2.31: 
	2.32: 
	2.33: 
	2.34: 
	2.35: 
	2.36: 
	2.37: 
	2.38: 
	2.39: 
	2.40: 
	2.41: 
	2.42: 
	2.43: 
	2.44: 
	2.45: 
	2.46: 
	2.47: 
	2.48: 
	2.49: 
	2.50: 
	2.51: 
	2.52: 
	2.53: 
	2.54: 
	2.55: 
	2.56: 
	2.57: 
	2.58: 
	2.59: 
	2.60: 
	2.61: 
	2.62: 
	2.63: 
	2.64: 
	2.65: 
	2.66: 
	2.67: 
	2.68: 
	2.69: 
	2.70: 
	2.71: 
	2.72: 
	2.73: 
	2.74: 
	2.75: 
	2.76: 
	2.77: 
	2.78: 
	2.79: 
	2.80: 
	2.81: 
	2.82: 
	2.83: 
	2.84: 
	2.85: 
	2.86: 
	2.87: 
	2.88: 
	2.89: 
	2.90: 
	2.91: 
	2.92: 
	2.93: 
	2.94: 
	2.95: 
	2.96: 
	2.97: 
	2.98: 
	2.99: 
	anm2: 


