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��! ������������ ���������� � ��1�� ��	
�� ����������� !��� � ��������
���������� ����' ����� b� ;�� 9 ����1���� (������� �������� ������
���� ����� M������ �1� ���� ������ 
�� � ��1�� ��	
�� ������������� �
dimbq �  ����������	����



$�(� ���	����������� �� �������	' DD

+�/ 6�	�	���������  ��	������ ������ ��

��������7

� -��� ������� �� ���������� �1� ���� �����#���� ������� �� ������ 9
 ����
� -������������� 	���������! ������ 3��� �������� �������!
�����4�

�	��' U 9 ��������'��� �������� ���#������ :��������� ��� ������
���� �������! ����� �� �����! ������������! M � N � ���������������
��! ����� � ��� #� ���#������ U 5

fU T ffu j u � Ug � VecM�

gU T fgu j u � Ug � VecN�

���'��� �2�	2 ���	 ��
� x� �M � y� � N � � ��������#��� 
�� ���������
fU � gU ���2� ������ ����5

Liex� fU T Tx�M� Liey� gU T Ty�N�

9
��%�����  : : 6�������� fU � gU ������2��� �����
�� 1��������
���� �� ��������� � ���� �	1����	�� ��((�����(��� �����������

U 5 Ox� �M � Oy� � N�

U 5 x� 
� y��

��������1�� ���� ��������� � ��	���5

U�fu T gu � u � U�

+�����
����5 3fU � x�4 � 3gU � y�4�

���� ����! "� ������������� ����' ���'� ������ �������������� ������
���� x 
� y� � �� ����� � 	��������� u �� ����2���� ��-���	 ���� -�
������������' ���������� -������������'2 �� ��������2� :���� �� 	#�
������������� -������������' �� ��������2 ���������! � �������! ����
���� � ����'�	2� �� � ������'�	2� ��� ����	 B�

6��
��� ���������� ����� ����!������ 	������ ����'��� -���������
����� ������ fU � gU � �	��'

3fU � x�4 � 3gU � y�4�

� ���	 �������������� ���� I��

U�Qfu� � fu� R T QU�fu� �U�fu� R T Qgu� � gu� R� u�� u� � U�

���� ����������� ��#�	 ������ I� �������! ����� -����������! ���
������ fU � gU ���#�� ��!�����'��� :��������� ��� ����������� ��#�	



DE 
���� $� ������� �� ���	��

-���� ������ I� � ����� ��
�5 ��������� ������� ������'��! �����
���

�u����uk T Qfu� � Q� � � � fuk R � � � R3x�4 � Tx�M�

�u����uk T Qgu� � Q� � � � guk R � � � R3y�4 � Ty�N�

/�� -��! ������ ����� ���������

U�jx� �u����uk T �u����uk � u�� � � � � uk � U� k � N�

&����' ��#�� �(���	�������' ����!������ 	������ ����'��� -�����
��������� �������� fU � gU � �������! ��������� ������(����

U�jx� T A 5 Tx�M � Ty�N�

N��� 3fU � x�4 � 3gU � y�4� �� �	1����	�� �������� ������(���

A 5 Tx�M � Ty�N�

������#�21�� ������	 ������� f�u����ukg � ������	 f�u����ukg� +������
����� 
�� � �������
���� ��	
�� -�� 	������ �������
�� ��� ����'���
-������������� �� ��������2� &� ���' � �������
���� ��	
�� �������
)�� 
�����! ����������! �������! ����� fu� u � U � �!���1�� � f�u����ukg�
�����	2� ����	2 ������	 ����������� ��������� fU ��� -�������������
�� ��������2�

!������  : : *���
 fU � gU + ��������� ������� ����� ��������
�������, ����� ������� ����� �� ��������� ������� ����, ������������
�, M � N ������������! *���
 x� �M ) y� � N ! -��	� 3fU � x�4 � 3gU � y�4
 ��� � ���
��  ��� ��� ��) ���	� ��������� �������� ����������

A 5 Tx�M � Ty�N

�����)  ��

Af�u����ukg T f�u����ukg � u�� � � � � uk � U� k � N� 3C� B4

���� ����! N��� ������� M � N ���������� � ��� ���� fu� gu ������ ��
����� ����� ������'��� -������������'�

����� ���� � ��������' ������	 C�C� �(���	���	�� 	������ 3C� B4
�����	���	 � 	�#�� ����� ��� ��������

�	��' ��������� fU ����� ������ ����5

spanf�u����uk j u�� � � � � uk � U� k � Ng T Tx�M�

������� �����5

span3���� � � � � � ���n4 T Tx�M� z�i T 3u�i� � � � � uki4� i T  � � � � � n� 3C� C4



$�(� ���	����������� �� �������	' DF

� ������� ��� ������ ��������� � 
���� �������� ������5

�u����uk T
nX
i��

ciu����uk���i � 3C� G4

N��� �	1����	�� �������� ������(��� A 5 Tx�M � Ty�N �� �������
��� 3C� B4� �� ������

���i � i T  � � � � � n�

���#�� �����������' ����� ������������ Ty�N 5

span3���� � � � � � ���n4 T Ty�N� 3C� D4

� ��� ������ ��������� � ���#�� ����#��'�� 
���� �������� ������ �
���� #� �-((�)�������� 
�� � ��������� �� ��� 3C� G45

�u����uk T

nX
i��

ciu����uk���i � 3C� E4

I��� ���	
��' ������	2 ������)�25 ���� ��#�� ������' ������ � Tx�M
� Ty�N �� �������� � � � � � 3C� C4 � 3C� D4 ��� 
���� ����� �����
�����#���� 3C� G4 � 3C� E4 � ������ � ���� #� �-((�)������� ciu����uk � ��
�	1����	�� �������� ������(��� A �� ��������� 3C� B4� /���������'��� �
-��� ��	
�� ��#�� ���������' ������(��� �� �������! ������!5

A 5 ���i 
� ���� � i T  � � � � � n�

"�#�� ���	
��' �1� ���	 ����(���	�����	� ����� ����	21	2 ������
������2� =��(��	��)�� f�u����ukg � f�u����ukg ������2��� -�������������
���� ���#����� ����������� K3fU 4 � K3gU 4 ��#�	 -��������� -��! ���
(��	��)�� �������2�5 K3fU 4 T K3gU 4� M���' �� ������
��� 
���� K3fU 4
���#����� ���! ������� �-((�)������� ��� �����! ����������	21�� ���
������ ������)�� ����� �	�25

K3fU 4 T

�
3bu����uk 4 j

X
u����uk

bu����uk�u����uk T �

�
�

&���� ������	 C�C ��#�� �������' ����	21�� ��������

0���
 >�����: (�� �����
��� ���������� � ��������, ������� ���
��, �������, ����� ������� ����� ��	�������  ������, #�!

����
��� �������� 
�� ��(��	��)�� �u����uk � ������� �����������
K3fU 4� ����1� ������� ���������� � �� ���	� ���' ������� ������� ���
-���	 ���
�� ����)�� <����� ���������� ���������������  �������2
������� 	���������! ������� �� -�� ��#��� ��������21�� ����)���

&����' ���#�� ������	 C�C�



E� 
���� $� ������� �� ���	��

%��������
���! <���!�������' 	#� �������� /��#�� �������
����' �
����1'2 ������� �� ������� /�� -���� �������� �����������'�	2 ������	
�� ��������� ������������

M �N T f3x� y4 j x �M� y � Ng�

/�� �������! ����� f � VecM � g � VecN ��������� �! ������ ����
��������� f � g � Vec3M �N4 � ��((����)��������

3f � g4aj�x�y� T 3fa�y4
��
x
] 3ga�x4

��
y
� a � C�3M �N4� 3C� F4

��� ��������� (	�)�� a�y � C�3M4� a�x � C�3N4 ��������2��� ����	21��
�������5

a�y 5 x 
� a3x� y4� a�x 5 y 
� a3x� y4� x �M� y � N�

��-���	 ����)�� ���� f�g ��M ���' f � � ����)�� �� N ����� g� <����)�
��������� ������ ������������ ������ fU � gU �

fU � gU T ffu � gu j u � Ug � Vec3M �N4�

��������#��� 
�� �	1����	�� �������� ������(��� A 5 Tx�M �
Ty�N � ������#�21�� ��(��	��)�2 � � � � � 3C� B4� � �������� ����'�
�	2 -������������' 3fU � x�4 � 3gU � y�4�

� ���	 ����������� 3C� F4� ���� I� � ��������� fU � gU ��
��������
����	21�� �������5

Qfu� � gu� � fu� � gu� R T Qfu� � fu� R� Qgu� � gu� R� u�� u� � U�

��-���	

Qfu� � gu� � Q� � � � fuk � guk R � � � R3x�� y�4

T Qfu� � Q� � � � fuk R � � � R3x�4� Qgu� � Q� � � � guk R � � � R3y�4

T �u����uk � �u����uk T �u����uk �A�u����uk � u�� � � � � uk � U� k � N�

6���������'���

dimLie�x��y��3fU � gU 4 T n�

��� n T dimM � �� �������
���� ������ ������� �� ������ 3��������� C�A4
��� ��������� fU�gU � Vec3M�N4� ������ O ������� fU�gU � ���!���1��

���� ��
	 3x�� y�4� ���' n������� ����	#����� ��������������� 3��-���	
����'�� ���������������4 � M � N � =������'��� ������������  ������
����� ���

T�x��y��O T span3�u����uk �A�u����uk 4

T spanfv �Av j v � Tx�g � T�x��y��M �N T Tx�M � Ty�N�



$�(� ���	����������� �� �������	' E 

���� -�� ���(� ��������� ������(���� A� :��������� �����
���� ����
�)�� �� �����#�����5

�� 5 M �N �M� ��3x� y4 T x�

�� 5 M �N � N� ��3x� y4 T y�

+�����
���� ��jO� ��jO �	�' ����'��� ��((�����(���� ��� ��((�����
)����

���j�x��y�� 5 3v�Av4 
� v� v � Tx�M�

���j�x��y�� 5 3v�Av4 
� Av� v � Tx�M�

������� �������
���
&���� U T �� � 3��jO4�� 9 ����'��� ��((�����(��� �� M � N �

���(��� O �

U� T ��� � 3��jO4��� 5 fu 
� gu� u � U�

6���������'��� 3fU � x�4 � 3gU � y�4�
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���!���� �������� ����

� -��� ����� �� ������������� ���1���� ���	��� ���� ���	� �������#�
��� ��
�� &� ���' ��	
�2��� ���� ���#���� ���� � ���!������ ���������
����� 
��5

� ���������� ��#�	 �2���� ��
��� ���� �������� ���������� �

� � ���� �	1����	�� ��
�� ����21���� �������#��� ��� ���#���� ���
���

"� �	��� ������������' � ��������� ���#���� 3� ���	������ ������!
���4� �� � 	���������� ���#���� 3����  ���	 �������2��� ������� ���
��� 
���� ��������� ��� � #������� ����#����4�

;�� ������� 9 �
��' 	���1����� �����' ����
����� ��	����� ����
1�21����� ���	� ������ )����� �����

/���������'��� �������� � ��((����)���'��! 	��������!� �������2�
1�! ���1���� �������� ����� ��#�� ����� � ���� Q AGR�

-�
 ���������	� ��������(

6�������� �������� ���� ������������ ��� ����#����� � ������'2� �����
��� ����������������� ������ ����������� � ���� � �������#��� ��
�
3�����#��� �����4 � ����������������� ������ ����������� � ��	#�2�
1�� ������������ � �������#��� ��
� 3�������#��� �����4� ��� ���� G� �
"��#����� ����#���� �������� ���� ���' ���#����� ���! ���������������
��! ����#����'�� ��������������! ������� � ���!������ �������������
;�� ���#����� ����������� ���#����������� � SO3A4 9 ��	���� �������!
���������'��! �������������� R� � ��!����21�! �������)�2� ���� 
�� ����
�����'��� � ��	���� ���������'��! 	�����	�����! �����) ������ A5

SO3A4 T fQ 5 R� � R� j 3Qx�Qy4 T 3x� y4� detQ T  g
T fQ 5 R� � R� j QQ� T Id� detQ T  g�

EA



EB 
���� %� ���)��	� ������
� ����

:��� G� 5 <������#��� � �����#��� ������

+�����#���� Q 5 R� � R� ��������� ����������� ������������� ��
� �
�����#��� ������ � �� ����������� ������������� � �������#��� �������

���� ����! "� ������
��� �������� ������������ � ��������� ����
��������� R� 
���� 3 	 � 	 4� /�� ������� x� y � R� � ����������� x T
3x�� x�� x�4� y T 3y�� y�� y�4 � �������� ����������������� ������ �����
3x� y4 T x�y� ] x�y� ] x�y��

+������� 
�� ���#����� ����#���� �������� ���� SO3A4 9 �� ��������
������������� � ���������'��� ������ �������������

&����' ������ ������� �������� ����� +�����
�� 
���� Qt � SO3A4
����#���� ���� � ������ ������� t� +�������� Qt 5 R� � R� ���������'���
����

3Qtx�Qty4 T 3x� y4� x� y � R� � t � R�
/�((����)��	� -�� ��#������ �� t� ���	
���

3 [Qtx�Qty4 ] 3Qtx� [Qty4 T �� 3G� 4

"����)�
{t T Q��t [Qt

���������� ������ �������
�  ���� � &� �

[Qt T Qt{t�

�� ��������� 3G� 4 ��#�� �������' � ����

3Qt{tx�Qty4 ] 3Qtx�Qt{ty4 T ��

��	�� � ���	 ���������'����� ���	
���

3{tx� y4 ] 3x�{ty4 T ��

����
{�t T �{t�



%�� ������������ �������	# EC

�����)� {t �����������
��� ��-���	 ������� �������� ���� ���2� ���

[Qt T Qt{t� {�t T �{t�

%���� �������� �� ����� ������'��� ������������

TQ SO3A4 T fQ{ j {� T �{g� Q � SO3A4�

������������ �����������
���! �����) ������ A ������
����� 
����
so3A4� ��� �������� ������'��� �������������  ��	��� SO3A4 � �����)�5

so3A4 T f{ 5 R� � R� j {� T �{g T TId SO3A4�

������������ so3A4 ���' ������� I� ��	��� I� SO3A4�
=�#��� �����������
���� �����)� { � so3A4 ��#�� ����������' ���

��� � � R� 5

{ � �� { T

�� � ��� ��
�� � ���
��� �� �

�A � � T

�� ��
��
��

�A � 3G��4

&���� �������� ��������� { �� ����� x � R� �������� � ����1'2 ������
���� ������������ � R� 5

{x T � � x� x � R� �

�	��' x 9 �������� ��
� �������� ����� N, ����#���� � ������������ R�

���' Qtx� /����� ������' -��� ��
� �����

[Qtx T Qt{tx T Qt3�t � x4�

�t ���' ����� 	������ ������� ��
� x � �����#��� ������5 ���� ��(��
�������' �����#��� ����� Qt � ���� ������ ������� t� �� ���������� ���
����' ��
� x � ������ t � �����#��� ������ ����� Q��t [Qtx T {tx T �t�x�
���� ��
� x ���1����� ���	� ���� ������������ ����' ������ �t� � 	������
������'2 k�tk�

������ �������� ������������ �����) { T 3{ij4 � so3A4 ����	21��
�������5
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�
tr3{�{�4 T
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� q �M
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���������' � ���' 	����� ������ �	�	1���
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�����' �� �	�����	 ��� ����
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	�������������

0��%��+��� &:�: *���
 F � VecM + ������� ������� �����! 4��� ���
������ ���� f � F ����� �� �� *�������) �� ���� �f ��������� � ����
����� F !
%��������
���! M�(����	�� ��������'�	2 ��
	 q� �M � ������ ����
���� t � �� >���� ������' ������#����� ����������	�� ��
	 q� � e�tf
�����#����� ��
����

&� � ������� F ����� ������ ����� ��#�� ������' ������� ����
#����� W � intAq�3F4 ���' 	����� �����  q�� &���� ���#����� W � e�tf
�	��� ������  ��
� q� � e�tf �

� ���	 	����
������ �� �	�����	� �	1����	�� t� � t ����� 
��

� �T �
W � e�tf� � et�f �W � e�tf T W � e�t��t�f �W � e�tf �

<� W � e�t��t�f � Aq�3F4� ��-���	
Aq�3F4 �W � e�tf �T ��

%��� � �2��� ���������� ��
� q� � e�tf ���2��� ��
� ���#����� ���
���#������ Aq�3F4� �� ���' q� � e�tf � Aq� 3F4�
!������ &:� ;0�������<: *���
 M + ���	��� ������������ � ������
��8��� Vol! *���
 �������� ���� f � VecM �����) � ��� ����� etf ���
,������ ��8��! *���
 W � M ) W � intW ) ���
 ��	�������� ���� ���
����) ����������� ���������
�� f .
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-��	� �� �� �� �������� W ����� �� �� *������� 	�� ���� f !
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O �M ���
���� ��^���� "��#����� V TW �O �����#�� ���	���� �����
��� ������#����� intW �O� ��-���	 Vol3V 4 � �� >���� ������' ������	�
�� ���#���
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V � et�f � V �T � ��� �������! ���'��! t��
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V � entf � n T ��  � �� � � � �

���2� ���� � ��� #� ����#����'��� ��^��� ��-���	 �������� �� ��!
������� ��������'��� /���������'��� ���� ��

V � entf � V � emtf T � �n� m T ��  � �� � � � �
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��-���	 ��
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�� -�� ���� 	����
��� �� �	�����	 �� SO3A4�R� �

6��
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�� �� ���'�M � �� � U ���' ������ ������������� +�
������ 
���� ������� �	��� ��������'� 
���� ��� ���! (����������! u �
U � ������ 
���' f3q� u4 ���� ������ �������� ����� ��M � � ������#����

3u� q4 
� f3q� u4

���� ������� � �
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� u3t4 � U�

��� �������� ��#�� ��#� ������������' 	��
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���� ��� ���������� ����� 	��������� u3t4 � 	��������	2 ������	 3F� 4
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����� ������������ ��((����)���'��� 	��������

[q T f3q� u3t44� 3F��4
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���'2 ������ �� q � ���������� ����'�� ������
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��� A 9 �����)� ������ n� � bi� i T  � � � � � k� 9 ������ � Rn � 0	���
�����������'� 
�� ������ b�� � � � � bk ������� ����������5
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���� �����	�

� ������ 
���� 3 ��C4 ��#�� ����' �� �����	 fù3t4 j t � Q�� t�Rg T eU � /�����
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�� ���������� ��������� ���'� -�������'���
���
����  � � ����� �� ����� ������ �����2
���� 3��
� �������4�

+��1�� ��� ��������� x3t4� ����������	21�� ���� 	���������� �
���!���1�� � �	�'� /�� 	��������� u T  ������ �� ��������� 3 A�B4
��������� (���	 �

[x� T x��

[x� T  �
&�������� -��� ������� 	����������2� 	�������2

d x�
d x�

T x��

-�� �������� ����

x� T x
�
�

�
] C� C T const �

<����� ���
��� ��������� �� -���� ���������� ���!���1�� � �	�' ���
�����2
����5 -�� ��� ���	��������

x� T
x��
�
� x� � �� [x� � �� 3 A�C4

�

x� T �x
�
�

�
� x� � �� [x� � �� 3 A�G4

��� u T ] � � ���������������
&����' ���1�� ��� -�������'��� ��������� � ����� �����2
������

�	��' 3x�s� x�s4 � R� ���' ��
� �����2
���� �2��� �� ����! 3 A�C4�
3 A�G4� &���� -�������'��� ��������� � ����� �����2
������ ���!����
1�� � ��
��� ��������� ���2� ���

x� T

��
�x���� ] x��s�� ] x�s� x� � x�s� [x� � ��

x���� � � x� � x�s� [x� � ��
3 A�D4



 FE 
���� �� ��	���� ���� ���	������
� ��������	�

�

x� T

�� x����� x��s�� ] x�s� x� � x�s� [x� � ��

�x���� � � x� � x�s� [x� � ��
3 A�E4

I��� �����'� 
�� 
���� �2�	2 ��
	 3x�� x�4 �������� ���!���� �����
�������� ����� ���� 3 A�C4�3 A�E4� %��� ��� �2��� ��
� �������� �	�
1����	�� ������������ -�������'��� ���������� ��������1�� -�	 ��
	
� �	�'� &� � �������'��� ��������� �	1����	2�� ���2
���� 
�� ����
������ ������� �������'��� +�1�� ��� �������'���� ������� ������#��
�� ����  A� �

–3

–2

–1

1

2

3

–4 –2 2 4

q q q q q

U U U U U

KKKKK

iiiii

s x�

x�

u � ��

u � �

:���  A� 5 +������'��� ������ � ����
� 3 A� 4�3 A�A4


��� "��	����� ����(��� ������������

:��������� �������� ��)�������� ���#����� ������� ��#�� 	�������' �
����1'2 ������
����� �� ����
��� ����� 6���������	21�� 	����������
������� 3����� ������ ���!���1�! �����) ���������4 ���'

jx� ] x� T u� juj �  � x� � R�



���� ��������	� �	��#��� ���	��������  FF

��� � �����
���� (����5�
[x� T x��

[x� T �x� ] u�
juj �  �

�
x�
x�

�
� R� � 3 A�F4

:��������� ��� -��� ������� ����
	 ��������������

x3�4 T x�� x3t�4 T �� 3 A� �4

t� � min � 3 A�  4

�� ������� K��������� �������'��� 	��������� �	1����	2�� =� � �
������	1�� ����
�� �������� ����)�� �����	��5 (	�)�� 8����'����
���'

hu3�� x4 T ��x� � ��x� ] ��u� 3�� x4 � T �R� T R�� � R� �
� �����'������ ������� ������������ ��

[x� T x��

[x� T �x� ] u�

�
[�� T ���
[�� T ����

%� 	������ �����	�� �"� ���	
���
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-��� ����� ù T ] � >���� �2�	2 ��
	 �������� ���!���� ����������
��� �������'��� ���������� ����������	21�� -���	 ������	 �������'�
���� 	���������� ����� ���
���� 
���� �����2
���� �2��� �������'���
��������� �������� � ��
��� ��������� +�1�� ��� �������'���� �������
������#�� �� ����  A���

–6

–4

–2

0

2

4

6

–6 –4 –2 2 4 6

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

s x�

x�

u � ��

u � �

:���  A��5 +������'��� ������ � ����
� 3 A�F4�3 A�  4

&����' �� ���������� ����
� �������'���� 	��������� � ��� #� �����



��� 
���� �� ��	���� ���� ���	������
� ��������	�

����� 
�� � � ������	1�! ��	! �������!� �� � ��	��� (	�)��������


��� ?������ *������� �����	� �����

=� � � �������  A� � �� 	�������� ���#����� ������� &����' ���� )��' 9
� ���� 
���� ���������' ����� � �������� ������ ������� � �������'���
���!���� -������� ������ �������������� ������)�����'��� ��������	 ��
������� 	��������

���	
��� ����
	 �������'���� 	���������5�
[x� T x��

[x� T u�
x T

�
x�
x�

�
� R� � u � R�

x3�4 T x�� x3t�4 T �� t� ����������

 

�

Z t�

�

u� dt� min �

&������ K�������� ������	2 ������������ ��� ������ 
���' �������
���������� ����
��� ���� ������' ����� ����� t 
� �

�

R t
� u

�3�4 d� ] C�
��#�� ���	
��' ������
���	2 ����	2 
���'� ����� ������(�)������'
� ��������' ������	 K��������� &��� ������� ��#�� ������' �	�
1���������� �������'���� 	���������� +�1	2 �����2 ����
 -���� �����
3���������������
��!4 �� �������� � �����  G�

%����'�	�� ����)�� �����	�� ��� ��!�#����� �������'���� 	�����
������ K	�)�� 8����'���� ���'

h�u3�� x4 T ��x� ] ��u]
�

�
u�� 3�� x4 � R�� � R� �

����' �������'��! ���������

� � �� � T const �

%� �����'������� ������� ����)��� �����	�� ���	
����
[�� T ��
[�� T ����

3 A� D4

6��
��� ���������� ��	
�� �������'��! -���������5

� T ��

&���� 3��� ��� �4 ���#�� ���' ���	������ ��-���	

��3t4 �� ��



���� ��	����� ��������� ��������� ������ ��A

<� �� 	������ �����	�� �"� ����	��� 
��
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X3t4 T X3�4etA�

6��� I� ���������������! �������! ����� ���������������5

QXA�XBR T X QA�BR� 3 E�F4
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�����' ��������������� �������5 [X T CX � ;�� (���� -���������� �
����������� ���� � ��	�	2 ����!����  �������� �����)��� +���� ����
I� ����������������! �������! ����� ����� ���

QCX�DX R T QD�CRX�

-�� (���	�� ����� 	������ 
�� 3 E�F4�

��������  	���������� ������� 3 E�E4� �� ������� �� ������� ���!��
��1�� 
���� �����)	 ������ OId3A4 ���' ����	#����� ��������������� �
GL3N4� 0���� ����� �� ����������2� ������ �������������� � ����1'2 ���
����)�� ������5
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T fet�A� 	 	 	 	 	 etkAk j ti � R� Ai � A� k � Ng�
6���������'��� ������ OId3A4 9 �����	��� � GL3N4� /����� � ��������'�
���� ������� �� ������ �� �������� 
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���� �����)	�
	������������ ����	21�� ���������5

3 4 OId3A4 ���' ����	#����� ��������������� GL3N4�

3�4 OId3A4 ���' �����	��� � GL3N4�

3A4 ��	������ �����)�� 3X�Y 4 
� XY � X 
� X�� � OId3A4 �������
%���� �������� ������ OId3A4 ����2��� ��	������� #� ��	��� GL3N4�
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1'2 �������
���� ������ ������� �� ������ 3������� 3 E�E4 ��1��������
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��45

TIdOId3A4 T Lie3A4� 3 E� �4

TXOId3A4 T X Lie3A4�
+����� ���������������� ������� 3 E�E4� ���!���1�� 
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	 X � GL3N4� ���	
����� ������ �������� ������� ���!���1�� 
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�����)	5

OX3A4 T fXet�A� 	 	 	 etkAk j ti � R� Ai � A� k � Ng T XOId3A4�
���� �� ������������� ������	 3 E�E4� ������	2 ��������'��� ����

���#������ A � gl3N4� N��� ������
��'�� ������������ I�

A T Lie3A4 � gl3N4�



&��� 
����� �	 �GC

�� ���� �����'� 
�� ������� ����	21�� ������#����5 �#��� ����������
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�� TIdM T A� M���' M T OIdA� ���#�� �����'� 
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�	��' M ���' ������� �����	��� I� ��	��� GL3N4� ����5

3 4 M ���' ������� ����	#����� ��������������� GL3N4�

3�4 M �����	�� ��	��	 ���������'�� �����
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3A4 ��	������ �����)�� 3X�Y 4 
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TIdM T

�
A T

d

d t

����
t��
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TIdM � gl3N4�
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A � TIdM� X �M � XA � TXM

�� � �����

XA T
d
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����
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Xht

���' ������' �����Xht� ��� A T [h�� 6���������'��� ��� �2���� A � TIdM
�������� ���� XA ��#��������� ������� ������������ M � ��-���	 �� M
������� ���������� ����	21�� 	���������� �������5

[X T XA� X �M� A � TIdM�

;�� ������� ����� ������ ����� ������������ ��������� M ������� ��-���
�	 ��� ��������� � ������� OId -��� �������� ���!���1�� 
���� �����)	�
<� ������'��� ������������  ������ 	#� ��
������� ��� 3 E� �4� ��-���	

TIdM T TId3OId4 T Lie3TIdM4�

&� ���' TIdM ���' ���������� I� ������� gl3N4� "� ������� ����	21��
�����
���� ������#�����

!������ �&:� ;�<: 5�������� ����� ������ �	����� ��� �������
���� ���	� ��	��������� #� A � gl3N4 � ������� ��	�������� #�
M � GL3N4)  �� TIdM T A!
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�� ������� �� ������5 ������� ��	��� I� �	�' ������ ���������������!
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��� �� � ��� ��^���21�� ������������4� ������������ ����21���� ��	��
���� � ������� ��	������� �����)����� 6���������� ������� J�� Q B�R�
�������� ������ �2��� ���
�������� ������� I� ������(�� ����������
I� ������� gl3N4� J������
��� 	����#����� ��� ��	�� I� �������5 �2���
��	��� I� ��#�� ���' ������������ � �����	��� I� ��	��� GL3N4 ���'�
� ����'��� ��� ����1� ������� �� ������'��� +���� ��#������ ��������
�������! ��	�� I� ����1�2��� �� ���������� ��	��� I��

J ������� �	��' M ���' ��	��� I�� /�� �2��� ��
� q �M � 	���#����
����� �� q5

zq 5 M �M� zq3x4 T qx� x �M�

���' ��((�����(��� ������������ M � I2��� ������'��� �����

v � TIdM

��#�� ��������� � �2�	2 ��
	 q �M ����� ������� zq5

V 3q4 T zq�v � TqM� q �M�

� ���	�'���� 
��� �������� ���������������� �������� ���� �� M 5

V � VecM� zq�V T V� q �M�

%������ ������� �������
��� ������������ ��#�	 �����������������
��������� ������ �� M � ������'���� ��������  M � �����)�5

V 
� V 3Id4 T v�

I���� ������ �� M ��!����2� ����� ���������������! �������! �����
�� M � � �����	 � ����� �! ���	�������� 6���������'��� ��������������
��� �������� ���� �� ��	��� I� M �����	2� ������	 I�� ������ �������
���� �������� I� ��	��� I� M � ��-���	 � ������'��� ������������ TIdM
���' ������� I��

&� #� � � �������� ��	
��� ��#�� ������' ������	 I� � �������
�������
��� ������������ ��#�	 �����	����� I� ��	��� I� M � ������
������� I� �� ������� I� A�
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=�������'��� ���������� ��	��� I� M ����� ����������)�2 ����

U 5 M� �M � T �M�

��� M� ���' �����#����� ������������ ������� I� M� 6��
��� ������
�����#����� ������#����

U� 5 TM �M�M�

<��������
�� TqM T qTIdM T qM ��� �2���� q �M � ����#��

U� 5 qa 
� 3a� q4� a �M� q �M� qa � TqM� 3 E�  4

&� ���' ���
���� ����������������� ��������� ���� qa � ��
� q �������
#����� � ���	� ������1	2 �� ���
���� -���� ���� � �����)� � ��
� q� 6���
#� ����������)�� U ����� ���5

U 5 3x� q4 
� zxq � x �M�� q �M� zxq � T �qM� 3 E� �4

��� zx 9 ����������������  �(���� �� M � � �����)� �������21�� � x5

hzxq � qai def
T hx� ai�

�5�!�� 2�$����
��� �����$� 
� M� �M

8����'������ �������� ����������	21�� (	�)�� 8����'����

h T h3x� q4 � C�3M� �M4

���� ��
������ � �������  E� � ��� 3 E�D45�� [q T U���

 h


 x
�

[x T �U��3dhx ] i �qdUx4�
3 E� A4

L
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 x
3x� q4 � 3M�4� TM� 3x� q4 � M� �M�

>���� ����� [x� ��
����� �������� ��((����)���� dzx T dUx �� �������
���������! �������! ����! �� (���	�� 3  � C45

dzx3qa� qb4 T 3qa4 hx� bi� 	z 

�const

�3qb4 hx� ai� 	z 

�const

�hx� Qa� bRi T �hx� Qa� bRi�
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�

U��dhx �M��
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hAv�Awi T hv� wi� v� w � RN � A �M � GL3N4�

&�	2 ���	�	�	 ��#�� ���	
��' �� �2��� ��������� ���	�	�� g3 	 � 	 4
�� RN 	���������� �� A � M � ����1'2 (���� ��^��� �� � � � � � �n� ���
�i �	�' �������� ���������������� (���� �� M 5

hv� wi T
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M

�v�w �� � � � � � �n�
�v�w3A4 T g3Av�Aw4� A �M�

��-���	 �	��� �����������'� 
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ha� bi T � trab� a� b � so3N4�

%������������' -���� ������������ ����
���� 
��

het ad ca� et ad cbi T ha� bi� a� b� c � so3N4� t � R� 3 E� G4
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Ad etc T et ad c 5 so3N4� so3N4

����������� ���������'�� -���� ������������� :�������� 3 E� G4 ���' �����
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hqu� qviq def
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� �������'���� 	�������
��� ���������� 	�������� H���

[� T �bt3�4� � � | T T��3T
�M4�

� ������� � �A �� �������� 
�� ���	������ �����#����! ��
� �� ��������
�� 3�� t�4 ����!����� ��� ��������
���� �������'����� 3�� ������ ����
� �������
���� ��	
�� ������ ����4�

'
��+���� ��:�: ���#���� 
�� ���	������ �����#����! ��
� ��
3�� t�4 ����!����� � ��� �������'����� 3� �������
���� ��	
��4� �����
����
	 �������'���� 	���������  ��������
�����

���#�� �����'� 
�� ���	������ �����#����! ��
� ��#� �������
��
��� �������'����� 3� ���	������ ��	
��4�

&�������� q3t4� t � Q�� t�R� ���������� ���
�� �������
��� ��� ����
�
�������'���� 	���������� ���� ��� ������	�� ����'��� �����	� (	��
)������ �
����� ���������'�� ���! ��������� �������� �����!  q3t4 �
����������� ��������� C3Q�� t�R�M4 � ���21�! �� #� �����
��� ��
�� 
��
� q3t4� N��� -��� �����	� �������� �� ��������� q3t4 ���������� ������
���
�� �������
����

!������ ��:�: *���
 �t) t � Q�� t�R) ���
 ���������� ������
��� 1������
���
  ��	� � � ��������
��� ������������ � ������������ �������) �
����
 ���������������� �����
������ H3�4 ���	��  ����������� �t! 4��
�� ���������� 3�� t�R �� ��	����� ����������, �� ��) �� 1��������
���
���������� q3t4 T �3�t4) t � Q�� t�R) ������ ���
�� �������
��!



ACB 
���� �� �������	� ����	

%��������
���! "� �����'�	�� �����2 ����� -��������� 3��� ����
���  D� 4 � ���#�� �t � ��������� -���������� !����� ����)��	21����
�� M �

"��������������� �����'������

H3�4 T max
u�U

hu3�4� � � T �M�

��������� � ������ &���� �� �������  D� �������
�� ��������' ��	2
(	�)�2 a � C�3M4� 
�� ��������� ������������

Lt T et
�H3L�4 � T �M� t � Q�� t�R�

L� T f� T dqag � T �M�

�� � L��

!����� ����)��	���� �� M 5

� 5 Lt �M ���' ��((�����(��� ������ �t� t � Q�� t�R�

%���� �������� ����	����� 
���� ������'��� ������������ T�tLt T

et
�H
� 3T��L�4 ����� �	����� ������
���� � �������'���� ����������������
�� wt T T�t3T

�
q�t�M45

et
�H
� 3T��L�4 � wt T f�g� t � Q�� t�R�

;�� �����#�� ��������� ���	�����2 �����#����! ��
� 3����
��� ���	��
)�� ��� �����#����� ��
� 9 ����� ��� ����)�� �� M 9 ������#���
�� ���� � � 4�

"� ���#�� ��#� �	1���������� ����� ������������ L� ��������� ���
��!��	  ��� ������'���	 �����������	 L� 9 ������#��	 ������������
���	 � | 3��� ����������� � �������   �C�A4� /�� �2���� ������#��� ����
������������ L� � |� �����������'���� w�� ��#�� ����� ��	2 (	�)�2
a � C�3M4� 
�� ���(� �� ��((����)���� L� T f� T dqag � T �M 	������
������� 	�������5

3 4 �� � L��
3�4 T��L� T L��

/���������'��� � �����
���! ���������! 3p� q4 �� T �M ���'��� (	��
)�2 ����

a3q4 T hp�� qi]  

�
qTSq� �� T 3p�� �4�

� ��������
��� n� n �����)�� S� &����

L� T f� T 3p� q4 j p T p� ] Sqg�
T��L� T f3dp� dq4 j dp T Sdqg



��$� ������� ��� �����	� ���	��������	 ACC

M

q�
q�t�

�

�t

�t

��

et
�H

L� � T �

q�
M

:��� � � 5 6����#����� ��
� 9 �����

� �������� ���'� ������' �������� ������#���� S � ���(��� L�� M����
���� 
�� ��������
����' �����)� S ����������	�� ������#������ �������
��������� L�� <�#� �� �����'�	�� �������
�	2 �����	)�2 ��� ��������
����)�� ������#���! �������������� �������
���� (�������

/�� ���������� ��������'���� �������' ����� ���� ������#��� ����
������������ L� � |� 
���

et
�H
� L�

�
� wt T f�g� t � Q�� t�R�

� ���	 3� ��F4� �����'����� ���� � ���������������� �����'��������
����� �����#����

et
�H T Ut � P ���t � Ut T

��
exp

Z t

�

��� d��

M������� 
�� ���� P ���t �� T �M ����#��� ������ Pt �� M � ��-���	 ��
��!������ ��������� �������'��! ��������������5�

P ���t

�
�w� T wt�

&��� �������� �������� ������' �	1���������� ������#��� ������������
���� L� � |� ��� �������

3Ut�L�4 � w� T f�g� t � Q�� t�R� 3� �A 4



ACG 
���� �� �������	� ����	

������#���� � �A 	������������ ����' ��#�	 �����'�������� bt 	����
����� H��� � �����'�������� �t5

 

�
Hess�� �t T bt�

6���������'��� ���� �bt ���' ���������)�� ���� ��t � ������ ��
� ��5 ���
���'������ bt � �����'������ ���� �bt �	�' �������������� ������� 
����
������������ �����#���� �t � ��t � ��
� ��� I��������)�� ����� ���'
���� ���������)��� ��-���	�

��
exp

Z t

�

��� d�

�
���

T
��
exp

Z t

�

�b� d��

������ ������
���� ��� ����� 	�������� H���5

Bt T
��
exp

Z t

�

�b� d��

�����
Ut��� T Bt�

� ��������� 3� �A 4 �������������� �

3BtL�4 �w� T f�g� t � Q�� t�R� 3� �A�4

+������� ������' �	1���������� ������#��� ��������������� L�� 	������
�����21��� -���	 ��������	�

<�������� 
�� ������ 3�� t�R �� �����#�� �����#����! ��
�5

3Btw�4 � w� T Ct� t � 3�� t�R�

��� Ct 9 ������������ ���������! �������'��! ������� 	�������� H��
�� �� Q�� tR� ��� 3� �A�4�

/�� ����� 
���� ��������' �������� ���� ��������'����� ����������
���
��� ������� ��	
��� ����

Ct T f�g� t � 3�� t�R� 3� �AA4

�� ���'
3Btw�4 � w� T f�g� t � 3�� t�R�

M�(����	�� �2��� � � 3�� t�4� � ���	 ������������� ����� Bt� �	1����
�	�� ���� ���������' �������'���� ��������������� w�� 
�� ��� �2����
������#��� ��������������� L� �� -��� ����������

3BtL�4 � w� T f�g� t � Q�� t�R�

/�� ���������� ��������'���� �������� ����� ���� ������#��� �������
��������� L�� 	����������21�� 	�����2

3BtL�4 � w� T f�g� t � Q�� �R�



��$� ������� ��� �����	� ���	��������	 ACD

������ �����������)�2 ���#����� ������#���! �������������� L� �
|� �������
�� �����!  w�� ���'��� �2��� ������#��� ���������������
H � |� ����21���� ����������'���� ���� �����������'��� �������'���	
��������������	 w�� &���� ������������ | ����������� � ����	2 �	��	5

| T w�  H�

������ ��������� /���	 3p� q4 �� |� � �����!

w� T f3p� �4g� H T f3�� q4g�
&��� ��������� ��#�� ������' ������� ���������� /���������'��� ����
�����
���� (����  ������ ������#������ ���������� ������� ���������
���'��! ������#���! �������������� w� � H 5

H T w���

hf� ei T 3e� f4� e � w�� f � H�

���'��� �2��� ����� e�� � � � � en � w� � ����������	21�� ����� f�� � � � � fn
� H � ������������ ���������'�� -���� ����������� � �� ���	
�� �����
/���	 � |� � ���������! /���	 ��������
���� (���� ������������ �

33p�� q�4� 3p�� q�44 T hp�� q�i � hp�� q�i�
I2��� n������� ��������������� L � |� �����������'��� H � ���' ���(�
��������� ������#����

S 5 w� � H�

�� ���'

L T f3p� Sp4 j p � w�g�
��������������� L ������#��� ����� � ���'� ������ ���� ����������	�
21�� ������#���� S ����� ��������
��	2 �����)	 � ��������
����
������ 3	���#�����45

S T S��

������ �������
�	2 (���	 �� w� � �����)�� S5

S3p� p4 T hp� Spi�
"��#����� ������#���! �������������� L � |� �����������'��! �����
������'���	 �����������	 H � ��������������� �������
���� (������
S �� w�� /�� ���� �����������)�� ������#���! �������������� L � |�
L �H T f�g� �	��� �����'�����' ������ 3w�� H4������������)���

:��������� ��������� �������
��! (��� St� ����������	21�� ������
���� ������#���! �������������� ����

Lt T BtL��



ACE 
���� �� �������	� ����	

�� ���'

Lt T f3p� Stp4 j p � w�g�

����� ��:�:
[St3p� p4 T �bt3p� Stp4�

%��������
���! ���'��� �2�	2 ��������2 3p� q4 T 3pt� qt4 �����'������

���� �bt� %� ���������

q T Stp�

���	
���

[q T [Stp] St [p�

�� ���'
�bt3p� q4 T

�
[p� [Stp] St [p

�
�

� ���	 �������
����� �����'������� bt� ���	
���


�
3p� q4��bt3p� q4

�
T �bt3p� q4�

<� ���	2 
���' ���� ��
�����'5


�
3p� q4��bt3p� q4

�
T  33p� q4� 3 [p� [q44

T 
�
3p� Stp4� 3 [p� [Stp] St [p4

�
T

D
p� [Stp] St [p

E
� h [p� Stpi

T
D
p� [Stp

E
� ���	 ��������
����� St�

&� � �����'������ �t ��������� �����	�� � ��� ����� bt � �� ��-�
���	

[St � ��

������� ��
��'��� ��������������� L� � ����1'2 
����
���� ������ ��
�������
��! (����!� ���	)���������� ����#����'���� (������� �����
��� �2��� ������#��� ��������������� L� � | � ����������	21�� ������
��
��� (�����

S� � ��

�������
�� ������  �	����� (����� ���	
���

St � �� t � Q�� �R�

&� ���'

Lt � w� T f�g
�� Q�� �R� � �����	 � �� ���� ������ Q�� t�R�



��$� ������� ��� �����	� ���	��������	 ACF

:�������� 3� �A�4 ������� � ������� ��	
�� 3� �AA4� &����' ����������
��1�� ��	
��� 6��
�� ������
���� 3Btw�4 � w� T Ct ���	���� �� �� ����
��#�� �������'��� ����!���  	�������2 H��� �� (����������������
C�t �Ct�

6�������� ���������! �������'��! ������� Ct �� ����������5

Ct� � Ct�� ��� t� � t���

%���� C� T w� � ����#��� �� ����������2� Ct��� T f�g� 6�������� Ct
���������� ������ ������
�� ��� ��
� �������5

� � s� � s� � 	 	 	 � sk � t�

3�������� 
�� � ������� ��	
�� 3� �AA4 ���� k T  � s� T �4� 6�������� Ct
��������� �� �����#	��! 3si� si��R�

�������� ���� ��������������� Ei � w�� i T  � � � � � k� 
��

Ct T Ei��  Ei��  	 	 	  Ek � t � 3si� si��R�

M������� 
�� ��� t T � ���	
��� �����#���� �������'���� ������������
����5

w� T C� T E�  	 	 	  Ek�

/�� �2���� ����������'���� ������#��� ��������������� H � | ��#��
��������' ����������	21�� �����#���� H 5

H T F�  	 	 	  Fk� 3Ei� Fj4 T �� i �T j� 3� �AB4

M�(����	�� �2��� ��
��'��� ����������'��� ��������������� H� � |�
H� � w� T f�g� 6���	21�� 	����#����� ��������� ��������'���� ������
�� � �A � ��1�� ��	
���

����� ��:�: %�� ������ i T  � � � � � k ��������� �����  ���� �i � � �
��������� ��	����������� Hi � |) Hi �w� T f�g)  �� ����� ���������
��	����������� L� � |) L��H� T f�g) ������� 3w�� H�4���������������
S�3p� p4 T �hp� pi) � � � � �i) �	��������� �������.

3 4 Lt � w� T f�g� t � Q�� siR)

3�4 Lt � Hi T f�g) t � Q�� siR) � ��������� ��	����������� Lt �����
3w�� Hi4��������������� St � �!

%��������
���! /��#�� ����	 ���	)��� �� i�
�	��' i T  � ��� s� T � 	����#����� �������'��� ��-���	 �
������ 
��

s� � �� ���'��� �2��� �� � � � �2��� ������#��� ��������������� L� � |
� �������
��� (����� �hp� pi� � � � � ��� � 3w�� H�4������������)���

M������� 
�� Ct T w�� �� ���' Btj��
T Id ��� t � 3�� s�R� /�����

Lt �w� T BtL� � Btw� T Bt3L� � w�4 T f�g� t � Q�� s�R�



AG� 
���� �� �������	� ����	

� ���	 ������������� ����� Bt� �	1����	�� ����������'��� ������#���
��������������� H� � ���� 3w�� H�4������������)��� ��hp� pi� � � �� 
��
Lt � H� T f�g� t � Q�� s�R� I��� �����'� 
�� ��������������� L� ��������
� 3w�� H�4������������)�� �������
��� (����� S�3p� p4 T ��hp� pi � ��
�� T ��3 ] ���4 � �� "� 	#� �������� 
�� [St � �� ��-���	

St � �� t � Q�� s�R�

� 3w�� H�4������������)���
0���� ���	)�� 3i T  4 �������
/��#�� ��� ���	)��� M�(����	�� i �  � ��������#��� 
�� 	����#�

����� ����� � �A ������� ��� i� � ���#�� ��� ��� i]  �
�	��' t � 3si� si��R� ����� Ct T Ei��  	 	 	  Ek� ������ �����#���� �����

������'���� ��������������� Hi � � 3� �AB45

Hi T F�  	 	 	  Fk �

+�����
��

E�� T E�  	 	 	  Ei� E�� T Ct T Ei��  	 	 	  Ek�

F �� T F�  	 	 	  Fi� F �� T Fi��  	 	 	  Fk�

L�
� T L� � 3E��  F ��4� L�

� T L� � 3E��  F ��4�

&� � BtE
�
� T E��� ������������'��� ���������� 3E��4

� T E��  E��  
F �� ��#� ����������� ���������'�� ����� 	�������� H���5 Bt3E

�
�4
� T

3E��4
��
/�� ����� 
���� ������'� 
�� Lt �w� T f�g� ��
����� -�� ������
�����

� ���	 ��2
���� w� � 3E��4
�� ���	
���

BtL� � w� T BtL� �Bt3E
�
�4
� �w� T Bt3L� � 3E��4

�4 � w� T BtL
�
� � w��

3� �AC4

��-���	 ����	���� ������'� 
�� BtL
�
� � w� T f�g� t � 3si� si��R�

&� � ��������������� E�� � 3E��4
� ����������� ���������'�� �����

Bt� (��������� ��������� �������5eBt 5 e|� e|� e| T 3E��4
��E���

� (����� ���� eBt �� ����� ���������! �������'��! �������5eBt
ew� � ew� T f�g� t � 3si� si��R�ew� T w��E

�
��

%� ����	#������ ������������ ��� ��������'���� �������� ��	
�� 3� �AA4�
����	��� 
�� eBt

eL�
� � ew� T f�g� t � 3si� si��R�eL�

� T L�
��E

�
��



��$� ������� ��� �����	� ���	��������	 AG 

��� L�� �������
�� �����!  w�� ���� ��� �������
�� ����! �� ��-���	

BtL
�
� � w� � E��� t � 3si� si��R�

&����' ���� ������'� 
�� -�� ������
���� �	���5

BtL
�
� �w� � BtL

�
� �E�� T BtL

�
� �BtE

�
� T Bt3L

�
� �E��4 T f�g� t � 3si� si��R�

����	 )���
� 3� �AC4�

Lt � w� T f�g� t � 3si� si��R�

�� ���' �� ������� 	������ 3 4 �� (���	������ ����� � �A ��� i]  �
����!����  	�����2 3�4� &� #� � ��� ��������'���� ������ ���	�

)��� ���������� 
�� �	1����	�� ���� ����������'��� ������#��� ����
������������ Hi�� � |� 
�� ����� ������#���! �������������� Lt� t �
Q�� si��R� �����������'�� Hi��� � 3w�� Hi��4������������)�� ��
��'��� ����
������������ L� �������� ����#����'��� �������
��� (����� S�3p� p4 T
��hp� pi� � � �� � �� &� � [St � �� ���	
���

St � �� t � Q�� si��R�

L������ 3�4 ������� ��� i]  �
$�� ���	)�� ������� � ��������'���� ������ ����� ����������

� ���	 -��� ������

Lt � w� T f�g� t � Q�� t�R�

��� ���! ��
��'��! �������������� L�� ���������! �������
���� (���
���� S� T �hp� pi� � � � � �k� ��� ��������� �k � � � 3w�� H�4�
�����������)��� ;�� ����
���� 
�� �� ��������� ��������� -����������
�����#�1�� �t � !����� ����)��	21���� �� M � �� �������  D� � -�����
���' �t� t � Q�� t�R� ���'�� �������'��� &������ � �A ��������

/�� ����
� � ��������'��� (	�)������� � ��������� ���
��� ����
����� t� �������
��� ����	#����� � �������  D�� ��2� ����	21�� ������
��
��� 	������ �������'������

!������ ��:�: *���
 �t) t � Q�� t�R) ���
 ���������� ������
��� 1������
���
  ��	� � � ��������
��� ������������ � ����	��� �������) � ����

�����
������ H3�4 ���	��  ����������� �t! 4��� �� ������� 3�� t�R ��� ���
��������, �� ��) �� 1��������
��� ���������� q3t4 T �3�t4) t � Q�� t�R)
������ ���
�� �������
��!



AG� 
���� �� �������	� ����	



����� ��

,��
���

� -��� ����� �� ���������� ����� �������� �((����� �� 	��������2 ����
����  ���������� ������� �� ������������ ���'��� ������������

���
 <�� ����

:��������� �((���	2 �� 	��������2 ������	

[q T f3q4 ]

mX
i��

uigi3q4� ui � R� q �M� 3��� 4

� ������� ���	���	21��� ��������� ������ ��� 	���������!5

Qgi� gj R � �� i� j T  � � � � �m�

���� ������� ��#�� �����#��' �� (���	�� �����)��5

��
exp

Z t

�

�
f ]

mX
i��

ui3�4gi

�
d� T

��
exp

Z t

�

e
Pm

i�� wi��� ad gif d� � e
Pm

i�� wi�t�gi �

3����4

wi3t4 T

Z t

�

ui3�4 d��

M���' �� �
�����
Pm

i�� ui3�4gi ������	1����� ������ � 	
�������� 
��
���� gi ������� ���	���	2�� ������ 
����
�	2 ������	� ����������	2�
1	2 ������	 
���	 � �����#���� 3����45

[q T e
Pm

i�� wi ad gif3q4� wi � R� q �M� 3���A4

��� wi 9 ����� 	���������� "��#����� �����#������ A�3t4 ��!����� ����
���� 3��� 4 � A�3t4 
����
��� ������� 3���A4 �� ����� t �� ��
� q� � M
����� ������� ��	� � ��	���5

A�3t4 � A�3t4 �
n
e
Pm

i�� wigi j wi � R
o
� cl3A�3t44� 3���B4

AGA



AGB 
���� ��� ������	�

/���������'��� ������ ��2
���� ����	�� ��������������� �� �����#��
��� 3����4� >���� ������' ������ �����#���� � 3���B4� �������� 
�� ����
���#����

w3	4 
� q� � ��
exp

Z t

�

e
Pm

i�� wi��� ad gif d�

���������� � ��������� L�� -�� ����	�� �� ���������
����� �����#����
!��������
���� -��������� ��-���	 ������#����

3w3	4� v4 
� q� � ��
exp

Z t

�

e
Pm

i�� wi��� ad gif d� � e
Pm

i�� vigi

���������� � ��������� L� � Rm � <����)� ������#����

u3	4 
� 3w3	4� v4 T
�� �Z

�

u3�4 d��

tZ
�

u3�4 d�

�A
����� ��2�	 ������� ����� � L��Rm � &���� �� �����#���� 3����4 ����	��
������ ��2
���� � 3���B4�

>����
��� ������� 3���A4 ����������� ���������'�� ����� gi5�
e
Pm

i�� vigi
�
�
e
Pm

i�� wi ad gif T e
Pm

i���wi�vi� ad gif� 3���C4

��-���	 )���
� 3���B4 � ��������� 3���C4 ����
�2�� 
�� ��!���	2 ������
�	 3��� 4 ��#�� ������������' � ������)�2 
����
��� ������� 3���A4
� ������ ����� gi5 �2��� ���#����� �����#������ ��!����� ������� ��
����� t ���' 3� ��
����'2 �� ��������4 ���#����� �����#������ 
����
�
��� ������� �� ����� t ��2� ��
� ����' gi� ����� ����� ��
� ����' gi
�����#�� � �2��� ������ ��������

�	��' 3u3t4� �t4 9 -�������' ��!����� �((����� �� 	��������2 ����
����� ;�������' �t ������ ������� ����� ����� 	������ �����	�� �"�
��������'�� ��#�����	

h�t� gii � ��

I��� �����'� 
��

�t T
�
e
Pm

i�� wi�t�gi
��

�t

���' -�������' ������� 3���A4� ����������	21�� 	��������2

w3t4 T

Z t

�

u3�4 d��

����� �����

h�t� gii � �� 3���G4

3"� �����'�	�� ����' ������ -�������' � ������� ����
���� ��
�
������#���� � ���)� ���� �� ����	��� 
���� -�������'��� 	���������



���� ������	� AGC

���� ����
����� �� �� ��������'�� ���������	21��� ��� ������1���
�� 	��������� �����'������� �"�4� +������� ���� �t 9 -�������' 3���A4
� �����)���� 	���������� w3t4 � ����������� ��#������ 3���G4� ��

�t T
�
e�
Pm

i�� wi�t�gi
��

�t

���' -�������' ��!����� ������� 3��� 4 � 	����������

u3t4 T [w3t4�

0���� ����� 	�������� ����1����� 	������ I�#����� ��� -�������� �t ���
!����� ������� ��������� � 	�������� 	������� I�#����� ��� ��������
���	21�� -�������� �t 
����
��� �������� %���� �������� ����!�� ��
������� 3��� 4  ������� 3���A4 ��������� !������ ������ -�������� �t �
���	������ -�������� �t�

'
��+���� ��:�: ������'��� 
�� -�������� �t � �t ���2� ���� � �� #�
�����#����� ������

&� � ������� 3���A4 ����������� ���������'�� ����� gi� -�	 ������	
��#�� ������������' �� (����� ������������ M �� ���	�2 �������� ���
��� gi� ���� ���� (����������������� ������� ����������� :���������
����	21�� ��������� -������������� �� M 5

q� � q � q� � Oq3g�� � � � � gm4�

��������#��� 
�� ��� ������ Oq3g�� � � � � gm4 ���2� �������	2 �������
����' � ����� ����� ����������� ����	21�� 	������ ����	����������5 ���
�2��� ��
� q � M �	1����	�� ���� ���������' Oq � q � ����������
��� Nq � M � q � Nq � �����������'��� Oq3g�� � � � � gm4� 
�� �2��� ������
Oq�3g�� � � � � gm4� q� � Oq � ��������� Nq � ������������ ��
�� ;�� 	������
�������2���� ��������� ���� M T Rn � � gi �	�' ���������� ��������
����� ��� ���� m T  � � ���� g� �������� � ����	��������� N��� -�� 	����
��� �������2���� �� ������������ ����� M�� ���' ������ �������������
&���� ������� 3���A4 ������� ���������� �� (����������������� M��5

[q T e
Pm

i�� wi ad gif3q4� wi � R� q �M��� 3���D4

����!�� �� ��!����� �((����� �� 	��������2 ������� 3��� 4  ��������
��� �� 	��������2 ���	)��������� ������� 3���D4 	���'���� ����������'
������������ ��������� � ��������	�� ������ -�������� � ���	�������

�	��' � 5 M �M�� ���' ����)��� /�� ���#����� �����#������ A�3t4
���	)��������� ������� 3���D4 �� ��
� �3q�4 ��2
���� 3���B4 �������2�
(���	

A�3t4 � ���3A�3t44 � cl3A�3t44� 3���E4

%� ������������ ���� ������� -��������� ����	��� 
�� q3t4 ���' -�����
���'��� ����� ��!����� ������� 3��� 4 ����� � ���'� ������ ���� �� ����
�)�� �3q3t44 ���' -�������'��� ����� ���	)��������� ������� 3���D4�



AGG 
���� ��� ������	�

������ ��2
���� � 3���E4 ����
���� 
�� ���� �3q3�44� � � Q�� tR� ���������

��� �������'��� �� q3�4� � � Q�� tR� ��#� ��������
��� �������'���

"�#�� ��#� ���������' ���)��	�	 �������� ���	)��� ���'��� 	�����
����	2 ������	

[q T f3q� w4� q �M� w � Rn � 3���F4

������
�� �� �� �����)��� 	��������� w3	4 � ������� ����������5�
[q T f3q� w4�

[w T u�
3q� w4 �M � Rn � u � Rn � 3��� �4

'
��+���� ��:�: /��#���� 
�� ������� 3���F4 �������� ���	)��� ����
���� 3��� �4�

���� "��	����� �	����� �����

:��������� ����
	 �������������� ��� �������� �������21�� ���1����
�������� ����� ��� ������  F�B5

[q T q3a] ub4� q � SO3A4� u � R� 3���  4

���
a� b � so3A4� ha� bi T �� jbj T  � a �T ��

+������� 
�� � �������  F�B �� ������������� 
�� jaj T  � � �� jbj T  � �
���
��� ����� ���� ��	
�� ���	
����� �� ��	���� �������� ������ 
����
������� �� �������	�

:��	)��	�� ������	 3���  4� ������������ ��������� SO3A4 ����!����
�� ���(����������' �� ������� qesb� s � R� ���� qb� 6���������	21��
��������� -������������� ����� ���5

q � qesb� s � R�

� ���	�	�� (����������������� ������� � ����	21�� 	����#������

0��%��+��� ��:�:
SO3A4�� � S��

��� �� ������ ����� �������� ���


q 
� q�� q � SO3A4� � � S�� 3��� �4

M���' � � S� � R� ���' �����
��� ������ ����������	21�� �����)�
b � so3A45

� T

�� b�
b�
b�

�A � b T

�� � �b� b�
b� � �b�
�b� b� �

�A �



����� ��������	� �
����# ��������' AGD

%��������
���! 8�	��� SO3A4 ����������� ������	�� �� �(��� S�� ����
��	��� � SO3A4� �������21�� ��
	 � � S� �������#���� ������� �� ����
1���� ���	� ������ �� ���� ��� �����

eRb T fesb j s � Rg�

��-���	 (���� SO3A4�eRb T SO3A4�� ��((�����(�� S�� ����)��
SO3A4 � S� �������� ������������ 3��� �4� � ���#����� 	����� -����
������#���� �������2� � �������� ���� qb�

>����
��� ������� 3���A4 � -��� ������� ����� ���

[q T qew ad ba� q � SO3A4� w � R�

� ���	)��������� ������� 3���D4 ���'

d

d t
3q�4 T qew ad ba�� q� � S�� 3��� A4

������ 
���' -��� ��������
��� 	���������� ������� ������ ��	#����'
����	�� jaj � ������'��� �������� 3q�4
 T Tq�S

�� %���� �������� ������
�� 3��� A4 ������ �������	 �����	 �� S�� &� � �������� ���� � ����
��� 
���� ������� 3��� A4 ��������� �� ���	�2� ����
� ��������������
-���������� ��������� ����
� 3��������)�� ������� ��������'�� �����
����)�� ������ ���� ������' ��������� �� ���	�24�

;�������'��� ����� 3�������
����4 ��������� ������ �� S� 9
�	�� ���'��! ��	#������� ��� �������'�� �����' �� ���	��	#�������
6����#����� ��
� ��� ��!����� � ���	)��������� ������ ���� � �� #��
��-���	 ��� ����! ������ -�������'��� ����� �������'�� �����' ��
���������'�� �����������#��! ��
��

���� "��	�����  ���	�( ��������7

:��������� ������	� �������21	2 	��������� 	������ ������'2 ���1��
21����� �������� ����� ��� 3G� F45

[� T �� ��] ul� u � R� � � R� � 3��� B4

M���' �9 ����� 	������ ������� �������� ���� � ������� ��������� ����
������ � ������ � l � R� 9 �����
��� ����� � ��1�� ����#����� ����'
������� ������������� ������� M������� 
�� � ������� G�B ���	�����
���'� ������ u T  � ���
�� #� ������ ��������
��� � ������� E�B ���
�� �������� 
�� ������� � ������
����� 	���������� ������ 	���������
3��#� � ����������� ������������4� 6��
�� �� ���#��� 
�� � ���������

����� 	���������� ���	
����� ������ 	�����������' � R� �� ���' 	�����
����� ������



AGE 
���� ��� ������	�

�������� ���)��	�	 ���	)��  ��!����� ������� 3��� B4� >����
���
������� �����' ����� ���

[� T ew ad l3�� ��4

T 3�] wl4� �3�] wl4� w � R� � � R� �

K���� R� �� ���	�2 ����� ����������� ���� l ��#�� ���' ���������� �
�������' R� � ���!���1�� 
���� ��
��� �������� � ���������'��� l� &����
����)�� R� � R� ���' ���������'��� ����)�� ����' l� � ���	)���������
������� ����� ���

[x T 3x] wl4� �3x ] wl4� hx � �3x] wl4� li l� x � R� � w � R� 3��� C4

������ �������� ��������� � R� � ����������	21�� �����������������	
�����	 � ��������� ��������� ������������ ������� l� l��l� l�3l��l4�
� -��! ���������! x T 3x�� x�4 � ���	)��������� ������� 3��� C4 ������
���� (���	5

[x� T b��x
�
� ] 33b�� � b��4x� � b��x�4w � b��w

�� 3��� G4

[x� T �b��x�x� ] 33b�� � b��4x� ] b��x�4w� 3��� D4

��� b T 3bij4 9 �����)� ��������� � � ��������� ����������������� ���
����� ������ ��
������� ���������� 
�� b�� � � � b�� � b�� �T �� � ������
��! ���������! 3r� �4 � �������� 3x�� x�4 ���	)��������� ������� 3��� G4�
3��� D4 ����� ���

[r T rF 3cos�� sin�4w � b�� cos�w
��

[� T �b��r sin�� 3 �r4 sin�w� ]G3cos�� sin�4w�

��� F � G9 ���������� �����
���� ������� �� ���
�� G3 � �4 T b���b���
�������� ���!���1�� 	���������� ��#�� ��������' ��������� ������

�� � R� ����	21�! ��	! �����5

3 4 ?�������@� ���� ���������� ��
���21���� � ����
���21���� �� ���
��#����'��� ���	��� x�� �� ���!���1�� 
���� ��
��� �������� 3r �T
�4� � ���1�21���� ������ 
������ ������ 3 [� � �4�

3�4 ?����������'���@ ���������� ��
�� ��������'��� ��� x� 3 [x� " [x�4�

0���� ����� �� -��� ���������� ��#�� ������'�� ������� /���������'���
������� 3��� G4� 3��� D4 ����� �
�����	2 ��������2 9 ��� �����������
���������'�� ����� ���������! x� 
� �x�� x� 
� �x�� w 
� �w� t 
� ���t
3� � �4� 6���������'��� �	1����	2� ?�������@� ���' 	����� ������ ��
��
��� �������� �� ���' 	����� ����� �������� ������� ������� ���	�
�	��� /����� �� 	�������� 3��� G4� 3��� D4 ���� �����'� 
�� ��� ���'��! ��
���	�2 	���������! w ���	
�2��� ���' 	����� ������� ���#���� ����'
?����������'��!@ ��������� � ����#����'��� ����������� ��� x��



����� ��������	� �
����# ��������' AGF

x

�x

x�

x�

:��� ��� 5 ������ 	�����������' ������� 3��� C4

=�������	� ���#���� ����� 3 4 � 3�4� ��#�� ��������� �2�	2 ��
	
x � R� � �2�	2 ��
	 yx � R� �� ��������'��� ����� � � �� ��� ���� ��� �
"� ��������� ����������� -���� ����	#����� 
������2 � �
����� 	���#�
������ ��� ��#� QB R�

%��� �����#���� ���#����� A�
x3t4 ���	)��������� ������� 3��� C4 ��

��
� x �� ����� t 	����������2� �������	5

A�
x3�4 T R

� � x � R� � � � ��

� ���	 )���
� 3���E4� �����#���� ���#����� A�
�3t4 ��!����� ������

�� 3��� B4 	����������2� ��������	

cl3A�
�3�44 T R

� � � � R� � � � ��

&� � ����� l ��!������ � ��1�� ����#����� A������� ������� 3��� B4
����� ������ ���� 3��� ������#���� G� 4� ��-���	 ��� ������ 	���������
�� ���' 	����� ����� �����5

A�
�3�4 T R

� � � � R� � � � ��



AD� 
���� ��� ������	�



����� ��

-�������

���
 .��	��� �	 ������ ������

:��������� 	��������	2 ������	 ����

[q T fu3q4� q �M� u � U� 3�A� 4

���
dimM T �� U T R ��� S��

"� ������������� 
�� ������ 
���' fu3q4 ����� ������� �� 3u� q4� O�����
��������� ������ ���� ������� ���� ��	������ �������� ����
�5 ����'�
�� -�� ����
� ������ 	��������	2 ������	

[q T cosu f�3q4 ] sinu f�3q4� q �M� u � S��

��� f�� f� 9 ����'��� ����������������� ����� ��������� ���	�	���
"� ���	
�� ������������ ���������'�� �������� ����� 	�������� H��
�� ��� 	���������� ������� 3�A� 4� � ��#� �������� ������� ���������
-��� ������� ���������'�� �������������� �������� ����� 9 ������	 3�
��������� ��	
�� -��� ��������� ��������� � ��	������ ��������4� "� ���
�#�� ������	 ��������� ��� �����#����! ��
�� �������
�	2 ��������
��������� � ��������� ����������

0	��� �����������'� 
�� ����� ���	�����! �������� 	����������
������� 3�A� 4 	������������ ����	21�� 	������� ���	��������5

fu3q4 � 
 fu3q4


 u
�T ��


 fu3q4


 u
� 
� fu3q4


 u�
�T �� q �M� u � U� 3�A��4

L������ 3�A��4 ����
���� 
�� ����� ffu3q4 j u � Ug � TqM ���'�� ���
�	��� �� ���� ����	�� 	�������� 	������ I�#����� ��� -��������� ������
�� 3�A� 4�

AD 



AD� 
���� ��� ��	�	���

������ �������� �� ����! �������'���� ���������� ������1�� ��
	��������� �����'������

hu3�4 T h�� fu3q4i
� ���������������� �����'������

H3�4 T max
u�U

hu3�4� 3�A�A4

0	��� �����������'� 
�� H3�4 ��������� � ��������������� ������� � T �M �
0���� ����� �� ������������� 
�� ��� �2���� � � -��� ������� �����	�
� 3�A�A4 ����������� ��� ������������� u � U * -�� ����
���� 
�� �2��� �����
��� ������ ������� ����� ���	�����! �������� � ������������ ��
��
&���� �� 	������ ���	����� 3�A��4 ����	��� 
�� H3�4 �������� ������
� ������ ������� � ���'�� ���	��� �� ����! � T �M � 0���� ����� H ���
������� ������ ���� �� ����!� ��-���	 ��#�� ������
��'�� ��	
�����
�����!����� 	�����

H T H��3 4 � T �M�

+�����
�� ������
���� �� ����� 
����

Hq T H � T �qM�

�!���� 9����#
�� 	���	

�������� ������������ ���������'�� �������������� �������� ����� ���
���#��� ����� �� A������� ������������ H ��� ����� 
���� �������' 	����
����� H��� � -��� ������� +������� 
�� ���������������� �����'���
���� H ����������� �� �������� ������ �� � �� ������� �� ���� �����
���	�����! �������� fU 3q4� �� �� �� �� �����������)�� 	���������� u�
��-���	 �����!����' 	����� H � ���� Hq ��#� ����������� �� ��������
������

<�
��� ������' ����� � �������'���� ����� ���21����� ����� Hq �
������ � ���� �������� ���������5

p T 3r cos�� r sin�4 � T �qM�

����� Hq ����������	���� 	���� �5

Hq T fp T p3�4g�
&� � ����� Hq �� ���!���� 
���� ��
��� ��������5 p3�4 �T �� ���	
���

p3�4 � d p

d�
3�4 �T �� 3�A�B4

:����#�� ����	2 ���������	2 � ������ p�
d p

d�
5

d� p

d��
3�4 T a3�4p3�4 ] b3�4

d p

d�
3�4�



���� ��	�	��� ��������� �	���� ADA

=����� Hq ���'�� ���	��� ��-���	

a3�4 � ��

��� ������ ��������� 	 T 	3�4 ���	
���

d� p

d 	�
T a3�4

�
d�

d 	

��

p3	4 ] b̀3	4
d p

d 	
3	4�

��-���	 �	1����	�� ������������ 3� ��
����'2 �� �������)�� � ��������
)��4 �������� 	 �� ����� Hq � ��� �������

d� p

d 	�
T �p3	4 ] b3	4

d p

d 	
3	4�

M�(����	�� ���� �������� 	 � ��������� ����������	21�� �������'���
�������� ���� �� H5

v T




 	
�

� �����������! �������!� v 9 ������������ 3� ��
����'2 �� 	���#����
��  4 �������'��� ���� �� H� ��� �������

L�
vs T �s] b Lvs� 3�A�C4

��� s T p dq 9 ���������
���� (���� �� T �M � �	#����� �� H�
+�������� �����#��� ����� �� H ����	21�� �������5

V� T v� V� T Qv� �H R� V� T �H�

M������� 
�� -�� �������� ���� ������� ����������� �� � v ������
��'��� � ��	��� ��� ���� ���2� ������� ����������� ����������'��� ���
������21��5

�� �H T f�

��Qv� �H R T

 fu

 u

d u

d 	
�

d u

d 	
�T ��

M���' �� ������
��� 
���� u3	4 ���������	21�� 	��������� �� Hq5

hp3	4� fu���i � hp3	4� fui� u � U�

/�((����)��	� ��#������"
p3	4�


 fu

 u

����
u���

#
� �

�� 	� ���	
���
d u

d 	
�T ��



ADB 
���� ��� ��	�	���

/�� ����� 
���� �������' 	�������� H��� ����' -�������� �t� ���
������	2��� ���� I� �����'������ ���� �H � ��������� ������ ������5

Q �H� V�R T �V��
Q �H� V�R T .�

Q �H� V�R T ��

��
����� �������21	2 ����	2 ���	�

!������ ��:�:

Q �H� Q �H� vRR T ��v� 3�A�G4

K	�)�� � T �3�4� � � H� ���������� �������� ��	������ 	����������

������� 3�A� 4� 8����'������ ���� �H ����������� �� �������� ������ � ����
v ����������� �� �������� ����� � ��
����'2 �� 	���#���� ��  � ��-���	
������� � ���' ��������� ������� 3�A� 4 ���������'�� ��������������
�������� ������

/��#�� ������	 �A� �

%��������
���! �������� 	 ������ ���#����������

H �T f	g �M� 3�A�D4

��-���	 ������'��� ������������  H ��#�� ���' �����#��� � ����	2
�	��	 ����������'���� � �������'���� ��������������� �� �������������
��� �2��� ��((����)���'��� (���� �� H ����� ����������'�	2 � ������
��'�	2 
����� M������� 
�� ����������)�� 3�A�D4 ������������� �� ���
������ ������ �� � ����� ��
���� 	 T � ����������� ��-���	 (���� d	 �
����������'����' ��������������� ������������� �� �������� ������

/�� ������� ������
�� � -��� ��������'���� 
����

s T sjH
����������'�	2 (���	 �� H� +�����
�� ���������	2 I�5

Lv T L �
� �

T �

� ���������� ����	21�� ������ �� H5

d	� s� s�� 3�A�E4

I��� �����'� 
�� -�� (���� ������� ����������5 d	 �������'��� � �����
������'��� (���� s� s� ������� ���������� � ���	 3�A�B4� &����' ��������
����� �� H� ������������ �����	 3�A�E4�

:����#�� �H �� ����������'��� � �������'��� 
����5

�H T Y�	z

��	���� 
!"��

] �




 	� 	z 

#$	 �%
!"��

� � T �3	� q4� 3�A�F4



���� ��	�	��� ��������� �	���� ADC

/��#��� 
�� ����




 	
� Y� Y � T

�




 	
� Y

�
��������2� ������ ������������ ������	 3�A�E4� <	#�� ������' ���'� 
��
���� ����������'��! ����� Y � Y � ����������� ���� ����������'��! (���
s� s�� ��������!�

hs�� Y i T hs�� �Hi T h�� fui T H3�4 T  �

/�����

hs�� Y �i T hs�� �H �i T
�
��

 fu

 	

�
T

�
��

 fu

 u

�
� 	z 


��

d u

d 	
T ��

6���������'���
� T hs� Y i� T hs�� Y i] hs� Y �i�

�� ���'
hs�� Y i T ��

<����)�
� T hs�� Y i� T hs��� Y i] hs�� Y �i�

:�������� 3�A�C4 ��#�� ���������' � s�� T �s] bs�� ��-���	

hs�� Y �i T �hs��� Y i T hs� bs�� Y i T  �

%��� �� �������� 
�� �����





 	
� Y� Y � � VecH

����������� ������	
d	� s� s� � }�3H4�

/�� ���������� ��������'���� ������ ������� ��
����� ���	 Q �H� Q �H� vRR
� ����1'2 -��! ��������

6��
��� ���������� ���������	2 ��������
��	2 (���	5

jH T d 3sjH4 T ds T d	 � s� ] dqs�

��� dqs 9 ��((����)��� (���� s �� ����������'��� ����������� 8����
������'��� ��(���� dqs ����� �����#����

dqs T c s � s�� c T c3	� q4�

��-���	
jH T d	 � s� ] cs � s��

&� �
i �H jH T ��



ADG 
���� ��� ��	�	���

���	
���

jH 3 �H� 	 4 T jH 3Y ] �




 	
� 	 4

T �s� � hs�� Y i d	 ] c hs� Y is� � c hs�� Y is
T �s� ] cs� T ��

�� ���' � T �c� ��-���	
�H T Y � c





 	
�

&����' ��
����� ����	21	2�� ���	 I��

�H � T
�




 	
� �H

�
T Y � � c�





 	
�

����������'����
�H�

�
�H�





 	

��
T

h
�H�� �H �

i
T

�
Y � c





 	
��Y � ] c�





 	

�
T

�
�Hc� � �H �c

� 



 	� 	z 

#$	 �%
!"�
& '
( "

] QY �� Y R ] cY �� � c�Y �� 	z 

��	���� 
!"�
& '
( "

�

/�� ���������� ��������'���� �������' 	�����'��� 
�� ����������'���

���' ���� Q �H� Q �H� 	

	 � RR ����1����� � �	�'�
%� ��������� s�� T �s ] bs� ����	��� � ���	 �������������� ������� Y �

Y � � s� s�� 
��
Y �� T �Y � bY ��

/�����

ds T d	 � s� ] cs � s��
d3s�4 T 3ds4� T d	 � s�� ] c�s � s� ] cs � s��

T �d	 � s� b d	 � s� ] 3c� ] cb4s � s��
� ���	 QY �� Y R ��#�� ��
�����'� �����'�	� �������������' ������� �
������#����  E� 5

QY �� Y R T cY ] 3c� ] cb4Y ��

%��� ����������'��� 
���' ���� Q �H� Q �H� vRR �����

QY �� Y R ] cY �� � c�Y � T cY ] 3c� ] cb4Y � � cY � cbY � � c�Y � T ��

"� �������� 
�� �
�H�

�
�H�





 	

��
T �� 



 	
�

��� ������� ��
�������� �� (���	��

� T � �Hc� ] �H �c�



���� ��	�	��� ��������� �	���� ADD

���� ����! <�������� 
�� �������'��� �������� ���� v� 	����������2�
1�� 3�A�C4� ����������� � ��
����'2 �� ���#�����  � 6 ��	��� ��������
�������'��� ���� v� 	����������21�� 3�A�G4� ����������� � ��
����'2 ��

���#������ ����������� ����' ��������� �H 3� �����	 �� ����21��� �� �4�
6���������'��� ��� ��
������� ������� � ��#�� �����'�����' �2��� ���
������ ���� v� ��� ������� ����������� ��������� ���� 3�A�G4�

%��� �����' ��� �������� ��� ���� �����'������ ��������� ����
X T �H � ��������� ������ ������ V�� V�� V�5

Q �H� V�R T �V�� 3�A� �4

Q �H� V�R T �V�� 3�A�  4

Q �H� V�R T �� 3�A� �4

�!���� ;	��
�
�� ?��+� � �����#
�$ 	���	�

"� �����'�	�� ����������� �����#��� ����� ��� ����� 
���� �������
��((����)���'��� 	�������� ��� ����������� �����#������ ������� �����
��	������ ������� 9 	�������� H��� � �����#��� �������

=� � ����� � � ���������� 	�������� H��� ����' ���	������ -�����
���� �t� t � Q�� t�R� ��	������ ������� 3�A� 45

[� T �bt3�4� � � | T T��3T
�M4�

� ��� ����

Bt T
��
exp

Z t

�

�b� d��

<�������� 
�� w� T T��3T
�
q�M4 9 �������'��� ��������������� � |� �

Ct � w� 9 ��������������� ���������! �������'��! ������� 	��������
H��� �� Q�� tR� ��� 3� �A�4� ������
���� Btw� �w� ������ �����#�� �������
��������� Ct� "����� t � 3�� t�R ���' �����#����� ����� ��� -�������� �t
����� � ���'� ������ ���� -�� ������
���� ���'��� 
�� Ct5

Btw� � w� �T Ct�

/�� ����� 
���� ��������' ����� V�� V�� V� �� ������ � T��3T
�M4� ����

������� �������� ����� �����������'��� H 9 �������'��� -������� ����
E � Vec3T �M4� ���21�� ����

� � etE T et 	 �� � � T �M� t � R�
� ���������! 3p� q4 �� T �M -�� ���� ����� ���

E T p




 p
�

�������� ���� V�� V�� V�� E �����	2� ����� � T�3T
�M4� � � H� ���� V� T

	
	 � � E �������'��5

w� T span3V�3��4� E3��44�



ADE 
���� ��� ��	�	���

>���� ����� �������'��� ��������������� Ct� ��
����� �������� ���
��� Bt �� -�� ����� ��� ��������'���� ������� � �A �� �����#��� ����
	�������� H���5

Bt3�4 T 3P �t 4� e
t �H
� 3�4�

��-���	

BtE3��4 T 3P �t 4� e
t �H
� E3��4�

8����'������ H ��������� ������ ���� �� ����!� ����������'��� ���� �H
��#� ���������5

3k�4 � et �H T k
�
� � et �H

�
� k � ��

� ���� �H � E ���	���	2�� &� ���' �����'������ �������� ���� �H ���
!������ �������'��� -������� ���� E� /����� ���� P �t ������ �� ����!�
��-���	 �� ��#� ��!������ ���� E� %��� ����� E3��4 ����������� �����
�����'�� ����� 	�������� H���� �� ���'

RE3�� 4 � Ct�

I��� �����'� 
�� -�� ��2
���� 9 �� ����� ���� ���������� /���������'�
��� 	
������ ���	 3�A� �4� ���	
���

et
�H
� V�3��4 T �t � e�t ad �HV� T �t � 3V� ] tV� ] o3t44 �� T�t3T

�
q�t�M4�

��-���	

BtV�3��4 �� w�

��� ����! t � �� ;�� ����
���� 
��

Ct T RE3�� 4� t � 3�� t�R�

��-���	 ������ t ���' �����#����� ����� ����� � ���'� ������ ����

Btw� � w� �T RE3�� 4�

�� ���'

et
�H
� V�3��4 � RV� 3�t4�

���� 
�� ��������'���

�� � et ad �HV� � R3�� � V�4� 3�A� A4

&����' ������ �������� ����� ��������'���� ���� �� �����#��� ���
����

����� ��:�: *���
 N + ���	��� ������������) dimN T m) � ����
 ���
������ ���� V�� � � � � Vm � VecN �������� ��	����� ����� �� N ! (��
���



���� ��	�	��� ��������� �	���� ADF

�������� ���� X � VecN ! *���
 �������� adX ����� ������� A T 3aij4
 1��� ������.

3adX4Vj T
mX
i��

aijVi� aij � C�3N4�

-��	� ������� h3t4 T 3�ij3t44 ��������� et ad
�H  ��	����� ������.

et adX Vj T

mX
i��

�ij3t4Vi� �ij3t4 � C�3N4� 3�A� B4

������� ��'����� ���	����� ��	� � ��'�.

[h3t4 T h3t4A3t4� 3�A� C4

h3�4 T Id� 3�A� G4

�	� A3t4 T 3etXaij4!

%��������
���! <�
��'��� 	������ 3�A� G4 �
������� /�� ����� 
���
�� ���	
��' �����
��� 	�������� 3�A� C4� �����((����)��	�� ��#�����
�� 3�A� B4 �� t5

mX
i��

[�ij3t4Vi T et adX QX�Vj R T et adX

�
mX
k��

akjVk

�
T

mX
k��

�
etXakj

�
et adXVk

T

mX
k�i��

�
etXakj

�
�ikVi�

� ��((����)���'��� 	�������� ���	
����

����	 ��2
���� 3�A� A4� ������ t ���' �����#����� ����� ����� � ���'�
� ������ ���� �-((�)����� �����#����

�� � et ad �HVj T

�X
i��

�ij3t43�� � Vi4

	����������2� ����������5

���3t4 T ���3t4 T ��

�� ������	1�� ������ �����)� h3t4 T 3�ij3t44 �������� �������� ����
�
=��� 3�A� C4� 3�A� G4 � �����)��

A3t4 T

�� � �t �
� � �
� � �

�A � �t T �3�t4�

��� ����������� ��#�	 ������ I� 3�A� �4�3�A� �4�



AE� 
���� ��� ��	�	���

%��� ������ t � 3�� t�R ���' �����#����� ����� ����� � ���'� ������
���� ������� ����
 =����

[��� T �����
[��� T �t����

���3�4 T �� ���3�4 T  

� �
[��� T �����
[��� T �t����

���3�4 T �� ���3�4 T �

	����������2� ����������

���3t4 T ���3t4 T ��

<� ����
� =��� ��� ���� ��� ����� ���'� �������'��� �������� ��-���	
��� �����#������ ������� t ���	
��� ������	2 ����������	2 ������	 �
���������! 3x�� x�4 T 3���� ���45�

[x� T �x��
[x� T �tx��

x�3�4 T x�3t4 T �� 3�A� D4

"� �	��� �������' ������	 3�A� D4� ���� 
�� ��������'��� ��((����)���'�
��� 	�������� ������� ������

jx] �tx T �� x3�4 T x3t4 T �� 3�A� E4

��������� 2���� 	�� ������� 3�A� 4  ��	����� ������� /������ ����	�
21�� ������#�����

!������ ��:�: /����� t � 3�� t�R ���
 ����������� ���� 	�� 	�������
������� 3�A� 4 ���	� � ���
�� ���	�) ���	� ����� ��� ��	� � 3�A� E4 �����
��������
��� ��'����!

%� ������� ��������� $�	��� ��� ��((����)���'��! 	�������� ����
���� ������ 3���� ��������� Q ADR4 ������� ����	21�� ������� ���������
��� �����#����! ��
��

!������ ��:�: 3 4 4��� � � C� 	�� ���������� C � � 	��
 1��������� �t)
�� �� �������� ������� Q�� �C R ��� ����������, �� ��! (  ��������) ����
� � � 	��
 �t) �� ����������, �� �� ���!

3�4 4��� � � C� 	��
 �t) �� �� ������� Q�� �C R ���
 ����������� �� ��!

O��������� ��������� -�������'��! ��������� ��	������ ������
�� 3�A� 4 � ��	
��! ����)����'��� � ����#����'��� ������� ������#���
�� ���� �A� � �A�� ���������������

0���� ��:�: :��������� 	��������	2 ������	� ����������	21	2 ���
������� ����
� �� �������� ������������ M 5

[q T cosu f�3q4 ] sinu f�3q4� q �M� u � S��



���� ��	�	��� ��������� �	���� AE 

q

q

:��� �A� 5 � � � :��� �A��5 � � �

��� f�� f� 9 ����������������� ����� ��������� ���	�	�� h	� 	i5
hfi� fji T �ij � i� j T  � ��

� -��� ��	
�� � ���' ������� ������� �������� ������������ M � � ���
��
�������� ����	21�� �������5

� T �c�� � c�� ] f�c� � f�c��

��� ci 9 ���	�	���� �������� ������ f�� f�5 Qf�� f�R T c�f� ] c�f�� "�
���#�� -�	 (���	�	 ��� � � ����� �B�

/�� ��������� ����
� ������� � T �3q4 ������� ���'� �� ��
� �� ����
q � M � �� �� �� ��������� 	 � ����� ����1� ������� -�� �� ��5 �������
���' (	�)�� �� 3q� 	4 � H�

L������ �������'����� � �������! �����#����! ��
�� ���	
����� �
����� � � ���	� ���' ���� ���������  ��������������� ��	������ ����
���� 3�A� 4�

��������#�� ���
���� 
�� tc � 3�� t�4 ���' �����#����� ����� ��� -�
�������� �t� t � Q�� t�R� ������� 3�A� 4� �������� ���������� 	������ �����
��#���� � ��� %� 	������ 3�A��4 ����	��� 
�� -�������' ���	������ 6����
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