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� q � M �����#��� ������������ bq �
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� q � M �	1����	�� ����	#����� ����
������������ Nq �M � q � Nq � ��
��� 
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Tq�Nq T bq� � q� � Nq�

��������������� Nq ���������� ��������
��� ������������� �����������
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���� ��

	 q� ��� ���� C�C�

q
q�

�q��q

Nq

:��� C�C5 %�������'��� ������������ Nq �����������
��� b

%���� �������� ��������	�����' ������������� b � TM ����
���� 
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���� �2�	2 ��

	 q � M ��#�� �������� ��������������� Nq� 
������'�
��� ������������ 
������� 9 -������� ������������� b�

���� ����! N��� dimbq T  � �� ������������� b ��������	��� �� ������
��  �� � �	1���������� � �������������� ������� +/L� /���������'���
� �
��������� �2��� ��

� M ��#�� ������' ����� ������������� b� ����
��
������ ���� V � VecM ��
��� 
�� bq T span3V 3q44� q �M � <� ����� ����
�
����� +/L [q T V 3q4 �	�' ���������� ��������������� � 
������'����
�������������� bq �

+���
� � ��1�� ��	
�� 3dimbq �  4 ������������� b ��#�� ���' ���
��������	����� /���������'��� ���������� ��������� ��
�����! ������

���21�!�� b5

b T fV � VecM j V 3q4 � bq � q �Mg�

��������#��� 
�� ������������� b ��������	���� I2��� ��
������ ����
�� ��������� b 
������� ��������'��! ������������ Nq� ��-���	 ������
Oq ��������� b� ������
������ �� �������
�� ���	2 �
��������' ��

� q�
�����#���� � ��������'��� ������������ Nq� 0���� ����� ��
 
�
 dimOq �
dimbq T dimNq� �� ��
��'�� Oq T Nq5 ��#�� ������'�� � Nq � �2���
����������� ����' ����� ��������� b� �� ������� �� ������� TqOq � Lieq b�
��-���	

Lieqb T bq �
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�	��' dimbq T k� ������� ����� ������������� b � �
��������� Oq� ��

�
q� �M 5

bq T span3f�3q4� � � � � fk3q44 � q � Oq� �

&���� �
�2
���� 3C� �4 ������������ 
�
 ����
�� 3���������5

Qfi� fj R T
kX
l��

clijfl� clij � C�3Oq�4� 3C� A4
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�� �� ��������	������ ������������� ����	�� 	������ K���
����	�� ��� ��� �������

+������� ���� 	������ 3C� A4 ����������� � �
��������� �2��� ��

�
q� � M � �� Lie3b4 T b� ��-���	 Lie3b4 9 ��
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���
������#������
���	�' ��� C�3M4� �� ������� C�A�

TqOq� T Lieq b� q � Oq� �

��-���	

TqOq� T bq � q � Oq� �

���� ������ Oq� ���' ��������'��� ������������ ������������� b� ���!����
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���� ��

	 q�� "� ��
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�� 3��������� 3C� A4 
���������� 	�� ������
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 ����������� ����� �� �� q� �M !

���� ����! 3 4 �� ������	 I�����)�

Qf� agR T 3fa4g ] aQf� gR� f� g � VecM� a � C�3M4�

	������ K������	�� �� ������� �� ������ ������ f�� � � � � fk5 ���� ��� ���
��������� � 
�
������	�' ����� ������� �� ����������� � � �2��� ��	����

3�4 "�#�� ������������' ��
#� ����
�� ������������� b � ����������
������ dimbq � &�
�� ������������� ������������ 
�
 ��
��'�� 
���
�����
��#������ ��� C�3M4 ������	�' b � VecM � /�� ��
�! ������������� ��
	������ K������	�� ����	�� ��������	�����'* �� ����������' ��������'�
��! ������������ ���������� � ��1�� ��	
�� ����������� !��� � ��������
���������� ����' ����� b� ;�� 9 ����1���� (������� �������� ��
����
���� ����� M������ �1� ���� ����
�� 
�� � ��1�� ��	
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� -��� ������� �� ���������� �1� ���� �����#���� ������� �� ������ 9

 ����
� -
������������� 	���������! ������ 3��� �������� ��
�����!
�����4�

�	��' U 9 ��������'��� ����
���� ���#������ :��������� ��� ������
���� ��
�����! ����� �� ����
�! ������������! M � N � ���������������
��! ����� � ��� #� ���#������ U 5

fU T ffu j u � Ug � VecM�

gU T fgu j u � Ug � VecN�

���'��� �2�	2 ���	 ��
�
 x� �M � y� � N � � ��������#��� 
�� ���������
fU � gU ���2� ������ ����5

Liex� fU T Tx�M� Liey� gU T Ty�N�
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�  : : 6�������� fU � gU ������2��� �����
�� 1�
�
������
���� �� ��������� � ���� �	1����	�� ��((�����(��� �
����������

U 5 Ox� �M � Oy� � N�

U 5 x� 
� y��

��������1�� ���� ��������� � ��	���5

U�fu T gu � u � U�

+�����
����5 3fU � x�4 � 3gU � y�4�

���� ����! "� ������������� ����' ���'
� ����
�� �������������� ������
���� x 
� y� � �� ����� 
�
 	��������� u �� ����2���� ��-���	 ��
�� -
�
������������' ���������� -
������������'2 �� ��������2� :���� �� 	#�
������������� -
������������' �� ��������2 ���������! � �������! ����
���� 
�
 ��
��'�	2� ��
 � ������'�	2� ��� ����	 B�

6��
��� ���������� ����� ����!������ 	������ ��
��'��� -
���������
����� ������ fU � gU � �	��'

3fU � x�4 � 3gU � y�4�

� ���	 �������������� �
��
� I��

U�Qfu� � fu� R T QU�fu� �U�fu� R T Qgu� � gu� R� u�� u� � U�

���� ����������� ��#�	 �
��
��� I� ��
�����! ����� -
����������! ���
������ fU � gU ���#�� ��!�����'��� :��������� ��� ����������� ��#�	
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�u����uk T Qfu� � Q� � � � fuk R � � � R3x�4 � Tx�M�

�u����uk T Qgu� � Q� � � � guk R � � � R3y�4 � Ty�N�

/�� -��! ������ ����� ���������

U�jx� �u����uk T �u����uk � u�� � � � � uk � U� k � N�

&����' ��#�� �(���	�������' ����!������ 	������ ��
��'��� -
�����
��������� �������� fU � gU � �������! ��������� ������(����

U�jx� T A 5 Tx�M � Ty�N�

N��� 3fU � x�4 � 3gU � y�4� �� �	1����	�� �������� ������(���

A 5 Tx�M � Ty�N�

������#�21�� ������	 ��
����� f�u����ukg � ������	 f�u����ukg� +
������
����� 
�� � �������
��
�� ��	
�� -�� 	������ �������
�� ��� ��
��'���
-
������������� �� ��������2� &� ���' � �������
��
�� ��	
�� 
�������
)�� 
�����! ����������! ��
�����! ����� fu� u � U � �!���1�� � f�u����ukg�
�����	2� ����	2 ������	 ����������� ��������� fU ��� -
�������������
�� ��������2�

!������  : : *���
 fU � gU + 
�����
���� ������� ����� �������
�

�������, ����� ������� ����� �� 
�����
���� ������� ����, ������������
�, M � N ����
����
����! *���
 x� �M ) y� � N ! -��	� 3fU � x�4 � 3gU � y�4

 ��� � ���
�� 
 ��� ��� ��) ���	� ������
��� �������� ����������

A 5 Tx�M � Ty�N

�����)  ��

Af�u����ukg T f�u����ukg � u�� � � � � uk � U� k � N� 3C� B4

���� ����! N��� �������
 M � N ���������� � ��� ���� fu� gu ������ ��
����� ����� ������'��� -
������������'�

����� ���� 
�
 ��
������' ������	 C�C� �(���	���	�� 	������ 3C� B4
�����	���	 � 	
�#�� ����� ��� ������
��

�	��' ��������� fU ����� ������ ����5

spanf�u����uk j u�� � � � � uk � U� k � Ng T Tx�M�

������� �����5

span3���� � � � � � ���n4 T Tx�M� z�i T 3u�i� � � � � uki4� i T  � � � � � n� 3C� C4
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���� �������� ��
����5

�u����uk T
nX
i��

ciu����uk���i � 3C� G4

N��� �	1����	�� �������� ������(��� A 5 Tx�M � Ty�N �� �������
��� 3C� B4� �� ��
����

���i � i T  � � � � � n�

���#�� �����������' ����� ������������ Ty�N 5

span3���� � � � � � ���n4 T Ty�N� 3C� D4

� ��� ��
���� ��������� � ���#�� ����#��'�� 
���� �������� ��
���� �
���� #� 
�-((�)�������� 
�� � ��������� �� ��� 3C� G45

�u����uk T

nX
i��

ciu����uk���i � 3C� E4

I��
� ���	
��' ������	2 �����
�)�25 ���� ��#�� ������' ������ � Tx�M
� Ty�N �� �������� � � � 
�
 � 3C� C4 � 3C� D4 ��
� 
���� ����� �����
�����#���� 3C� G4 � 3C� E4 � ������ � ���� #� 
�-((�)������� ciu����uk � ��
�	1����	�� �������� ������(��� A �� ��������� 3C� B4� /���������'��� �
-��� ��	
�� ��#�� ���������' ������(��� �� �������! ��
����!5

A 5 ���i 
� ���� � i T  � � � � � n�

"�#�� ���	
��' �1� ���	 ����(���	�����
	� ����� ����	21	2 ������
������2� =��(��	��)�� f�u����ukg � f�u����ukg ������2��� -
�������������
���� ���#����� ����������� K3fU 4 � K3gU 4 ��#�	 -��������� -��! 
���
(��	��)�� �������2�5 K3fU 4 T K3gU 4� M���' �� ������
��� 
���� K3fU 4
���#����� ���! ������� 
�-((�)������� ��� 
�����! ����������	21�� ���
������ 
������)�� ����� �	�25

K3fU 4 T

�
3bu����uk 4 j

X
u����uk

bu����uk�u����uk T �

�
�

&���� ������	 C�C ��#�� �������' ����	21�� ��������
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��

 >�����: (�� �����
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��� �������� 
�� 
��(��	��)�� �u����uk � ������� �����������
K3fU 4� ����1� ������� ���������� � �� ���	� ���' ������� ������� ���
-���	 ���
�� ����)�� <����� ���������� ��������������� 
 �������2
������� 	���������! ������� �� -�� ��#��� ��������21�� ����)���

&����' ��
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M �N T f3x� y4 j x �M� y � Ng�

/�� ��
�����! ����� f � VecM � g � VecN ��������� �! ������ ����
��������� f � g � Vec3M �N4 
�
 ��((����)��������

3f � g4aj�x�y� T 3fa�y4
��
x
] 3ga�x4

��
y
� a � C�3M �N4� 3C� F4

��� ��������� (	�
)�� a�y � C�3M4� a�x � C�3N4 ��������2��� ����	21��
�������5

a�y 5 x 
� a3x� y4� a�x 5 y 
� a3x� y4� x �M� y � N�

��-���	 ����
)�� ���� f�g ��M ���' f � � ����
)�� �� N ����� g� <�
���)�
��������� ������ ������������ ������ fU � gU 
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fU � gU T ffu � gu j u � Ug � Vec3M �N4�
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����	21�� �������5

Qfu� � gu� � fu� � gu� R T Qfu� � fu� R� Qgu� � gu� R� u�� u� � U�

��-���	

Qfu� � gu� � Q� � � � fuk � guk R � � � R3x�� y�4

T Qfu� � Q� � � � fuk R � � � R3x�4� Qgu� � Q� � � � guk R � � � R3y�4

T �u����uk � �u����uk T �u����uk �A�u����uk � u�� � � � � uk � U� k � N�

6���������'���

dimLie�x��y��3fU � gU 4 T n�
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��� ��������� fU�gU � Vec3M�N4� ������ O ������� fU�gU � ���!���1��
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T spanfv �Av j v � Tx�g � T�x��y��M �N T Tx�M � Ty�N�
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&���� ����
����� bqu3t4 ����������� �������� ��������1�� 3�� q�4 � 3y� q�45

bqu3�4 T �
�
q�

�
� bqu3t�4 T �

y
q�

�
�

����)��	���� � ����
����2 qu3t4� qu3�4 T q�� qu3t�4 T q�� � ���'��� ���
��
���� (	�
)������ 
�
�����5

Jt�3u4 T y � Jt�3ù4�
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�	 fù3t4 j t � Q�� t�Rg T eU � /�����
(	�
)��

�3�4 T max
u�eU

hu3�4

�����)��� �� � � T �M � ��
�#��� 
�� ����������� -��� (	�
)�� �����
�	�2� /�� �2���� ���	������� 	��������� u3t4�

�3�t4 � hu���3�t4� �3�� 4 T hu���3�� 4�

��-���	
�3�t4� �3�� 4

t� �
�
hu���3�t4� hu���3�� 4

t� �
� t � ��

6���������'���
d

d t

����
t��

�3�t4 � fhu���� hu���g T �

���� (	�
)�� �3�t4 ��((����)��	��� � ��

� � � J������
��

�3�t4� �3�� 4

t� �
�
hu���3�t4� hu���3�� 4

t� �
� t � ��




��
� 
������	 ����� ���������� 	 ��������	� ���  DA

��-���	
d

d t

����
t��

�3�t4 � ��

%��
�
d

d t
�3�t4 T ��

� ��#������ 3 ��G4 ��
������

8����'������ ������� ����)��� ��
���	��

[�t T �hu�t�3�t4 3 ��D4

�������� ����������� ��!����� ������� 3 �� 4 �� 
�
������'��� ���������
����� /���������'��� � 
�����
��
�! 
���������! � T 3�� x4 � T �M �� ���
���'������� ������� ���	
���

[x T

 hu�t�


 �
T fu�t�3x4�

&� ���' ������� �t ������� 3 ��D4 ���' �����'����� ��(� ������� q3t4
������� 3 �� 45

�3�t4 T qu3t4�

���#�� 
�� ��
����' ����)�� ��
���	�� ����������� ���	��� -��
	����#������

/���� -������
��
�� ��^������� ����� 
�� 
����� 
���
����� �t ������
������ �����
��� ��� ��	
���� ����
������ ���!���1�! �� �����)	 ����
#����� �����#������� �	��'

q� T q̀3t�4 � 
Aq�3t�4� 3 ��E4

%��� ������� � ���� 
���� ����������' ������'��� 
���
��� 
� ���#���
��	 �����#������ Aq�3t�4 ������ q�� ����� ��
�� 9 ������'��� 
���
�
��� 
 ��
������	 ���	
���	 
������'���	 
��	�	 
 Aq�3t�4 � q�� � ���	
�
�2
���� 3 ��E4� -��� ���	
��� 
��	� ���#�� ���' ������������ ��-���	
�� ����� �����	2 ���������
���'� ���� ������	2 ���������
���' � Tq�M �

������ ������
����� ���	������������� �����#�1�� -��� 
��	�� /�����
-�� ������� ���������
���' ���' ���� ��
������� ������'���� 
���
����
�t� � T �q�M � �t� �T �� ��� ����  �� � =���
��� �t� 9 ������ ���#������ I��
����#��

>���� ��������' ��2 
���	2 �t� t � Q�� t�R� ���������� ����
� ����#�
������ 	���������� ù3	45
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 ù3	4 + 	��������� ����
����� ������� 3 �� 4 ���
���)  ��

q̀3t�4 � 

��jt�t�j
�Aq�3t4

�
	�� ��������, t� � � � � � 3�� t�4! -��	� ������
��� ����� ���'���
�
���
��

�t � T ��q�t�M� �t �T �� � � t � t��

 ��

[�t T �h�u�t�3�t4�

h�u�t�3�t4 T max
u�U

hu3�t4�

h�u�t�3�t4 T � 3 �� C4

	�� �� �� 
��, t � Q�� t�R!



 E� 
���� 
�� ��	��	� ����	���� ������
	��

���� ����! � ����
�! �� ��������� �������� ���������� ����������'���
���������� 9 
���
��� ����� t�� /�� ��
�2
���� -��� ���������� ������
������ ���� 	������ 9 ��������� 3 �� C4� ;�� ��������� ������ ���� �
�����
��� ������
����� ��
� �� ������	1�! ��	! ����	��� 
�� h�u�t�3�t4 T const� ���
����
���� ����� �������  �� �

%��������
��
�! 6����� ��	
�� ���������� ������� 
 ��	
�2 ��
�������
���� �������� �������� 	��������	2 ������	 � ����1'2 ������ ��������
/��	������� ����
������� ����������� ������� �	�	� ��������������
��)�� ����
����� ��!����� ������� 3� ��!�������� ����������� ����
���
���4�

���'��� � 
�
����� ������ ������� ����
	2 (	�
)�2

� 5 R � R� [� � ��

������� ��((����)���'��� 	�������� ��� ��������������������� ����
�
�����5

d

d t
qu3�3t44 T [�3t4fu���t��3qu3�3t444�

���� ��
���� 	�������� ���'

[q T [�3t4fu���t��3q4�

&����' ����������� �����	 � ��!����� 	���������� ��������

[q T fu3q4� u � U�

��
#� ���������	2 ������	 ����

[q T vfu3q4� u � U� jv �  j � �� 3 �� G4

��� � T ��t� � 3��  4� /��	������ 	��������� ����� ������� �	�'

w3t4 T 3v3t4� u3t44�
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����� ù T ] � >���� �2�	2 ��

	 ����
���� ���!���� ����������
��� �������'��� ����
������ ����������	21�� -���	 ������	 �������'�
���� 	���������� ����� 
���
���� 
���� ����
�2
���� �2��� �������'���
����
����� �������� � ��
��� 
��������� +�1�� ��� �������'���� �������
������#�� �� ����  A���

–6

–4

–2

0

2

4

6

–6 –4 –2 2 4 6

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

s x�

x�

u � ��

u � �

:���  A��5 +������'��� ������ � ����
� 3 A�F4�3 A�  4

&����' �� ���������� ����
� �������'���� 	��������� � ��� #� �����



��� 
���� 
�� ��	���� ���� ���	������
� ��������	�

��
��� 
�� � � ������	1�! ��	! �������!� �� � ��	��� (	�
)��������


��� ?
������ *������
� ���
��	�
 �����


=�
 � � �������  A� � �� 	�������� ���#����� ������� &����' ���� )��' 9
� ���� 
���� ���������' ����� � �������� ������ ������� � �������'���
���!���� -������� 
������ �������������� ������)�����'��� ��������	 ��

������� 	�
�������

���	
��� ����
	 �������'���� 	���������5�
[x� T x��

[x� T u�
x T

�
x�
x�

�
� R� � u � R�

x3�4 T x�� x3t�4 T �� t� ��
��������

 

�

Z t�

�

u� dt� min �

&������ K�������� ������	2 ������������ ��
� ������ 
���' �������
��
����
���� ����
��� ���� ������' ����� ����� t 
� �

�

R t
� u

�3�4 d� ] C�
��#�� ���	
��' ������
���	2 ����	2 
���'� ����� 
����
��(�)������'
� ��������' ������	 K��������� &�
�� ������� ��#�� ��
����' �	�
1���������� �������'���� 	���������� +�1	2 �����2 ����
 -���� 
�����
3��������
�������
��!4 �� �������� � �����  G�

%����'�	�� ����)�� ��
���	�� ��� ��!�#����� �������'���� 	�����
������ K	�
)�� 8����'���� ���'

h�u3�� x4 T ��x� ] ��u]
�

�
u�� 3�� x4 � R�� � R� �

����' �������'��! ����
�����

� � �� � T const �

%� �����'������� ������� ����)��� ��
���	�� ���	
����
[�� T ��
[�� T ����

3 A� D4

6��
��� ���������� ��	
�� �������'��! -
���������5

� T ��

&���
� 3��� ��� �4 ���#�� ���' ���	������ ��-���	

��3t4 �� ��




���� ��	����� ��������� ��������� ������ ��A

<� �� 	������ ��
���	�� �"� ����	��� 
��
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