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Àííîòàöèÿ

Â ýòîé ðàáîòå ìû íà÷èíàåì èññëåäîâàíèå ñóáðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ äëÿ ëåâîèíâàðèàíò-
íûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð íà ãðóïïå Ëè SL2(R) . Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ïîäõîä ê ýòîé
çàäà÷å îñíîâàí íà òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîèñê ïàðàìåòðèçàöèè ñóáðèìàíîâûõ
ãåîäåçè÷åñêèõ ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé äàæå äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìà-
íîâûõ ñòðóêòóð íà ãðóïïàõ Ëè. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òåîðåòè÷åñêîé âîçìîæ-
íîñòè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè â íåêîòîðîì ðàçóìíîì ñìûñëå � âîïðîñ èíòåãðèðóåìîñòè
ÎÄÓ, îïðåäåëÿþùèõ ñóáðèìàíîâû ãåîäåçè÷åñêèå. Â ýòîé ñòàòüå ìû äîêàæåì, ÷òî ãàìèëü-
òîíîâà ñèñòåìà ÎÄÓ äëÿ ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ äëÿ
êîíòàêòíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà íà ãðóïïå
Ëè SL2(R) .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ñóáðèìàíîâà ãåîäåçè÷åñêàÿ, ëåâîèíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñïåöè-
àëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà, èíòåãðèðóåìîñòü.

1 Ââåäåíèå

Ïóòü G � ñâÿçíàÿ òðåõìåðíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè, è L � àëãåáðà Ëè ëåâîèíâàðèàíò-
íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà G . Ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáðèìàíîâîé (ÑÐ) ñòðóêòóðîé íà G íàçû-
âàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîå ïîäðàññëîåíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ∆ ⊂ TG , ∆ + [∆,∆] = TG
ðàíãà 2, ñíàáæåííîå ëåâîèíâàðèàíòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì g íà ∆ [1]. Ñóáðèìàíîâó
ñòðóêòóðó ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà f1, f2 ∈ L :

∆q = span(f1(q), f2(q)), g(fi(q), fj(q)) = δij , i, j = 1, 2,

ãäå q ∈ G , à δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ñóáðèìàíîâîé êðàò÷àéøåé (ÑÐ-êðàò÷àéøåé) íàçûâàåòñÿ ëèïøåöåâà êðèâàÿ q : [0, t1]→ G

òàêàÿ, ÷òî q̇(t) ∈ ∆q(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, t1] , è äëèíà êðèâîé

l(q(·)) =

∫ t1

0

√
g(q̇(t), q̇(t))dt

ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõ òàêèõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ äâå çàäàííûå òî÷êè q(0) = q0 è q(t1) =
q1 .

Èíûìè ñëîâàìè, ÑÐ êðàò÷àéøàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ [2]:

q̇ = u1f1(q) + u2f2(q), q ∈ G, (u1, u2) ∈ R2, (1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, (2)

l =
∫ t1
0

√
u21 + u22dt→ min . (3)

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàð-
ñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé (Äîãîâîð No 14.B25.31.0029)
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Ñóáðèìàíîâîé ãåîäåçè÷åñêîé (ÑÐ ãåîäåçè÷åñêîé) íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ íà G , äîñòàòî÷íî ìà-
ëûå äóãè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñóáðèìàíîâûìè êðàò÷àéøèìè.

Ñóáðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ áûñòðî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ ìàòåìàòèêè, ëåæàùåé
íà ïåðåñå÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òåîðèè îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè ãðóïï è
àëãåáð Ëè, è äðóãèõ âàæíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Îíà èìååò áîãàòûå ïðèëîæåíèÿ â êëàñ-
ñè÷åñêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèêå [3], ðîáîòîòåõíèêå [4], íåéðîôèçèîëîãèè çðåíèÿ [5], ìàøèííîé
ãðàôèêå [6] è ò.ä.

Â ýòîé ðàáîòå ìû íà÷èíàåì èññëåäîâàíèå ñóáðèìàíîâûõ êðàò÷àéøèõ íà ñïåöèàëüíîé ëè-
íåéíîé ãðóïïå SL2(R) . Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ïîäõîä ê ýòîé çàäà÷å îñíîâàí íà òåîðèè îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ [7] :

1. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ÑÐ êðàò÷àéøèõ. Â çàäà÷àõ ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè â
îáùåì ñëó÷àå ýòîò ïóíêò ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ðàøåâñêîãî-×æîó
è òåîðåìû Ôèëèïïîâà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âûïîëíåíî è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íà
SL2(R) ;

2. ïàðàìåòðèçàöèÿ ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèõ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà;

3. âûáîð ÑÐ êðàò÷àéøèõ ñðåäè ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèõ ñ ïîìîùüþ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà è äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ñåìåéñòâà ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü îòìå÷åííûõ ýòàïîâ âîçðàñòàåò î÷åíü áûñòðî ïî ìåðå ïðîäâèæå-
íèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ÑÐ êðàò÷àéøèõ äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñòðóêòóð íà ãðóïïàõ Ëè (ýòàï
1) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ðàøåâñêîãî-×æîó è òåîðåìû Ôèëèïïîâà. ßâ-
íàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèõ áûëà ïîëó÷åíà âî ìíîãèõ çàäà÷àõ [2]. Ïîëíîå îïèñàíèå
âñåõ ÑÐ êðàò÷àéøèõ (îïòèìàëüíûé ñèíòåç â ïðèâåäåííîé âûøå çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ) èçâåñòíî ëèøü â íåñêîëüêèõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ: ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà [8], ãðóïïà SO(3) ,
SU(2) , SL(2) ñ ìåòðèêîé Êèëëèíãà [9], SE(2) [10]. Ïîèñê ïàðàìåòðèçàöèè ÑÐ-ãåîäåçè÷åñêèõ
ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé äàæå äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ÑÐ-ñòðóêòóð íà ãðóïïàõ Ëè.
Òàê âîçíèêàåò âîïðîñ î òåîðåòè÷åñêîé âîçìîæíîñòè òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè â íåêîòîðîì åñòå-
ñòâåííîì ñìûñëå � âîïðîñ èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû ÎÄÓ, îïðåäåëÿþùåé ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèå.
Â ñòàòüå [11] ïðåäñòàâëåí ïðèìåð 6-ìåðíîé ãðóïïû Ëè ñ íåèíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé ÎÄÓ äëÿ
ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Â ýòîé ñòàòüå ìû äîêàæåì, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà
(ñèñòåìà ÎÄÓ äëÿ ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèõ) èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êîí-
òàêòíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ÑÐ ñòðóêòóð íà ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïå SL2(R) .

2 Ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ëåâîèíâàðèàíòíûå êîíòàêòíûå ÑÐ ñòðóêòóðû íà òðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè áûëè êëàññèôèöè-
ðîâàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíûõ èçîìåòðèé â íåäàâíåé ðàáîòå À. Àãðà÷åâ è Ä. Áàðèëàðè
[12]. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè G � óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà, ò.å. åå àëãåáðà Ëè
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè: h3 , so(3) , sl(2) , se(2) , èëè sh(2) , òî ñóùåñòâóåò
îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð

∆q = span(f1(q), f2(q)), g(fi(q), fj(q)) = δij , i, j = 1, 2,

òàêîé, ÷òî L = span (f0, f1, f2), è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

[f2, f1] = f0, (4)

[f1, f0] = (χ+ κ)f2, (5)

[f2, f0] = (χ− κ)f1, (6)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ χ ≥ 0 è κ ∈ R .
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Õîðîøî èçâåñòíî [7], ÷òî ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé äóãè ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ êîíòàêò-
íûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïðîáëåì íà ãðóïïàõ Ëè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè

q(t) = π(λ(t)), π : T ∗G→ G,

òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

λ̇ = ~H(λ), λ ∈ T ∗G,

ãäå ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà èìååò âèä

H(λ) = 1
2(h21(λ) + h22(λ)),

hi(λ) = 〈λ, fi(q)〉, q = π(λ).

Çäåñü ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ~H íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗G çàäàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì óðàâíåíèåì:

σλ(·, ~H) = dλH, λ ∈ T ∗G,

ãäå σ = ds , sλ = λ ◦ π∗.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå èíòåãðèðóåìîñòè ãàìèëüòîíîâà âåêòîðíîãî

ïîëÿ ~H íà ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïå SL2(R) äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ÑÐ ñòðóêòóð ýëëèï-
òè÷åñêîãî òèïà.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (4)�(6) ìû èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà ñêîáêè Ïóàññîíà:

{H,h1} = h2 {h2, h1} = h2h0,
{H,h2} = h1 {h1, h2} = −h1h0,

{H,h0} = h1 {h1, h0}+ h2 {h2, h0} = 2χh1h2.

Òàêèì îáðàçîì ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ḣ1 = h2h0, (7)

ḣ2 = −h1h0, (8)

ḣ0 = 2χh1h2, (9)

q̇ = h1f1 + h2f2. (10)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí H ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
(7)�(10). Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

h1 = r cos θ, h2 = r sin θ,

âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (7)�(10) (äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ hi )
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ìàÿòíèêà

ṙ = 0,

θ̇ = −h0,
ḣ0 = χr2 sin 2θ.

Ñäåëàâ åùå îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ

γ = 2θ, c = −2h0,

ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê:

ṙ = 0,
γ̇ = c,
ċ = −2χr2 sin γ.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë � ïîëíóþ ýíåðãèþ ìàÿòíèêà

E =
c2

2
− 2χr2 cos γ = 2h20 − 2χ(h21 − h22). (11)

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (7)�(10) èìååò 2 ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïåð-
âûõ èíòåãðàëà: ãàìèëüòîíèàí H è ïîëíóþ ýíåðãèþ ìàÿòíèêà E . Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü
èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (7)�(10) òðåáóåòñÿ ïðåäúÿâèòü òðè ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà, íàõîäÿùèõñÿ â èíâîëþöèè [13]. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå
íà îñíîâå àíàëèçà ïðàâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ãðóïïå ìû íàéäåì íåäîñòàþùèé 3-
èé ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (7)�(10) è ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè è íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.

3 Ãðóïïà SL2(R) . Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè,
ñîõðàíÿþùèå ïëîùàäü

Ãðóïïà Ëè SL(2) = SL2(R) (âåçäå â òåêñòå ìû ïîäðàçóìåâàåì ãðóïïó íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë R , äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå SL(2) ) è åå àëãåáðà Ëè sl(2) â íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåìîì áàçèñå ïàðàìåòðèçóþòñÿ 2× 2 ìàòðèöàìè [14]:

SL(2) =
{
X ∈ R2×2| detX = 1

}
, (12)

sl(2) =
{
A ∈ R2×2|trA = 0

}
= span(E11 − E22, E12, E21), (13)

ãäå Eij îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîòîðîé íàõîäèòñÿ â ïîçèöèè
(i, j) è ðàâåí 1.

Äàëåå â òåêñòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SL(2) , à èìåííî ìû
áóäåì çàäàâàòü ýëåìåíò ãðóïïû ìàòðèöåé ïîðÿäêà 3× 3 ñëåäóþùåãî âèäà:

SL(2) =

G =

 G11 G12 0
G21 G22 0
0 0 1

 | detG = 1

 . (14)

Äëÿ àëãåáðû Ëè sl(2) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé áàçèñ:

sl(2) =

A =

 A11 A12 0
A21 A22 0
0 0 0

 |A11 +A22 = 0

 = span(A1, A2, A3), (15)

A1 = E12 + E21, A2 = E11 − E22, A3 = E12 − E21, (16)

[A2, A1] = 2A3, [A1, A3] = −2A2, [A2, A3] = 2A1. (17)

Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè ãðóïïû SL(2) ñ ïîìîùüþ 3-õ ïàðàìåòðîâ ν ,α , ϕ ìû èñïîëüçóåì ñëå-
äóþùåå ðàçëîæåíèå:

A(α) =

 eα 0 0
0 e−α 0
0 0 1

 , N(ν) =

 ch ν sh ν 0
sh ν ch ν 0

0 0 1

 ,

K(ϕ) =

 cos ϕ sin ϕ 0
− sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1

 , ãäå v ∈ R, α ∈ R, ϕ ∈ S1,

SL(2) � G = A(α)N(ν)K(ϕ) =

 G11 G12 0
G21 G22 0
0 0 1

 .
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ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ Gij èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

G11 = eα ( cosϕ ch ν− sinϕ sh ν), (18)

G12 = eα ( sinϕ ch ν + cosϕ sh ν), (19)

G21 = e−α (−sinϕ ch ν + cosϕ sh ν), (20)

G22 = e−α ( cosϕ ch ν + sinϕ sh ν). (21)

Ìû èìååì ñëåäóþùèé èçîìîðôèçì ìíîæåñòâ:

SL(2) ∼= Rν × Rα × Sϕ,

 G11 G12 0
G21 G22 0
0 0 1

 ∼ (ν, α, ϕ)T .

Äâà íåýêâèâàëåíòíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íà ãðóï-
ïå SL(2) (ñì. [12]). Ðàçëè÷èå îáóñëîâëåíî ñóæåíèåì ôîðìû Êèëëèíãà íà ðàñïðåäåëåíèå (îíà
ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè çíàêîïåðåìåííîé). Ñîãëàñíî [12] ìû áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå çàäàíà ýëëèïòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà SLe(2) íà ãðóïïå SL(2) , è
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà SLh(2) âî âòîðîì ñëó÷àå.

Êàíîíè÷åñêèé ðåïåð äëÿ SLe(2) èìååò ñëåäóþùèé âèä :

f1 = 1
2GA1, f2 = ξ

2GA2, f0 = ξ
2GA3, G ∈ SL(2), ξ > 1, (22)

[f1, f0] = −f2, [f2, f0] = ξ2 f1, [f2, f1] = f0. (23)

Çäåñü è äàëåå â òåêñòå ìû ïåðåõîäèì îò äâóõ ïàðàìåòðîâ (χ, κ) , ââåäåííûõ â ðàáîòå [12], ê
îäíîìó ïàðàìåòðó ξ , èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

χ = (−1 + ξ2)/2, κ = (−1− ξ2)/2.

Äàëåå ìû áóäåì èçó÷àòü èíòåãðèðóåìîñòü ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð íà SL(2)
äëÿ ñëó÷àÿ SLe(2) . À èìåííî, ìû äîêàæåì èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ ñåìåéñòâà ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì (7)�(10) íà SL(2) , ïàðàìåòðèçîâàííîãî êîíñòàíòîé ξ .

Ìû íà÷íåì èññëåäîâàíèå ñ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû†

Ġ = u1f1(G) + u2f2(G), G ∈ SL(2), (u1, u2) ∈ R2, (24)

G(0) = Id, G(t1) = G1, (25)

l =
∫ t1
0

u21+u
2
2

2 dt→ min . (26)

Äàëåå ìû ïðèìåíèì ê ýòîé ñèñòåìå ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ëå-
âîèíâàðèàíòíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, ëèíåéíûõ íà ñëîÿõ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî
ìû èññëåäóåì âîïðîñ èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû.

4 Èíòåãðèðóåìîñòü ýëëèïòè÷åñêîé ñòðóêòóðû SLe(2)

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó (24)�(26) â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå SLe(2) , òî åñòü
êîãäà ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ fi çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (22)�(23). Óïðàâëÿåìàÿ ñèñ-
òåìà èìååò âèä:

Ġ =

 G12 G11 0
G22 G21 0
0 0 0

 u1
2 +

 G11 −G12 0
G21 −G22 0
0 0 0

 ξ u2
2 . (27)

†Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë (22) â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî (3) îòñóòñòâèåì êîðíÿ â
ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè çàäà÷è
ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ñì. [7]). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó ëåâîèíâàðèàíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ìû ìîæåì çàôèêñèðîâàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå â åäèíèöå ãðóïïû G(0) = Id áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè.
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Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ, âûõîäÿùóþ èç åäèíèöû ãðóïïû

G(t) = {G(ν(t), α(t), ϕ(t))|G(0) = Id ∼ {ν = 0, α = 0, ϕ = 0}}.
Âåêòîð ñêîðîñòè çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

Ġ =
∂G

∂ν
ν̇ +

∂G

∂α
α̇+

∂G

∂ϕ
ϕ̇.

Ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ∂G
∂ν ,

∂G
∂α ,

∂G
∂ϕ ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (24)

â âåêòîðíîé ôîðìå: ν̇
α̇
ϕ̇

 =

 cos 2ϕ
sin 2ϕ/ ch 2ν
− sin 2ϕ th 2ν

 u1
2

+

 − sin 2ϕ
cos 2ϕ/ ch 2ν
− cos 2ϕ th 2ν

 ξ u2
2
.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, âûïèøåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëåâîèíâàðèàíòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè
Xi ∼ fi ( i = {1, 2, 0} ) â ìàòðè÷íîì è âåêòîðíîì âèäå:

f1 = 1
2

 G12 G11 0
G22 G21 0
0 0 0

∼1
2

 cos 2ϕ
sin 2ϕ/ ch 2ν
− sin 2ϕ th 2ν

 = X1,

f2 = ξ
2

 G11 −G12 0
G21 −G22 0
0 0 0

∼ ξ
2

 − sin 2ϕ
cos 2ϕ/ ch 2ν
− cos 2ϕ th 2ν

 = X2,

f0 = ξ
2

 −G12 G11 0
−G22 G21 0

0 0 0

∼ ξ
2

 0
0
1

 = X0.

Ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ Yi = −AiG âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−1
2A1G = 1

2

 −G21 −G22 0
−G11 −G12 0

0 0 0

∼1
2

 − ch 2α
sh 2α th 2ν
sh 2α/ ch 2ν

 = Y1,

− ξ
2A2G = ξ

2

 −G11 −G12 0
G21 G22 0
0 0 0

∼ ξ
2

 0
−1
0

 = Y2,

− ξ
2A3G = ξ

2

 −G21 −G22 0
G11 G12 0
0 0 0

∼ ξ
2

 sh 2α
− ch 2α th 2ν
− ch 2α/ ch 2ν

 = Y0.

Òåïåðü çàïèøåì ëåâîèíâàðèàíòíûå ãàìèëüòîíèàíû hi(λ) = 〈λ,Xi〉 , ëèíåéíûå íà ñëîÿõ êîêà-
ñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗(SL(2)) :

h1 = 1
2

(
λ1 cos 2ϕ+ (λ2−λ3 sh 2ν)

ch 2ν sin 2ϕ
)
,

h2 = ξ
2

(
−λ1 sin 2ϕ+ (λ2−λ3 sh 2ν)

ch 2ν cos 2ϕ
)
,

h0 = ξλ3
2 .

Àíàëîãè÷íî, ïðàâîèíâàðèàíòíûå ãàìèëüòîíèàíû gi(λ) = 〈λ, Yi〉 çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

g1 = 1
2

(
−λ1 ch 2α+ (λ3+λ2 sh 2ν)

ch 2ν sh 2α
)
,

g2 = − ξλ2
2 ,

g0 = − ξ
2

(
−λ1 sh 2α+ (λ3+λ2 sh 2ν)

ch 2ν ch 2α
)
.
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Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Ω : (λ1, λ2, λ3) → (h1, h2, h0) íåâûðîæäåííîå, è ïðàâîèíâàðèàíò-
íûå ãàìèëüòîíèàíû gi âûðàæàþòñÿ ÷åðåç hi . Äàëåå â òåêñòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî
êîîðäèíàòû hi , îäíàêî ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ gi ïðèâîäèòü íå áóäåì, ââèäó ãðîìîçäêîñòè
ôîðìóë.

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (7)�(10) äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñòðóêòóðû SLe(2) ïðèíèìàåò ñëåäóþ-
ùèé âèä: 

ḣ1 = h2h0,

ḣ2 = −h1h0,
ḣ0 = (−1 + ξ2)h1h2,

ν̇ = 1
2 (h1 cos 2ϕ − ξ h2 sin 2ϕ ) ,

α̇ = 1
2 (h1 sin 2ϕ + ξ h2 cos 2ϕ ) / ch 2ν,

ϕ̇ = 1
2 (−h1 sin 2ϕ − ξ h2 cos 2ϕ ) th 2ν.

(28)

Òåîðåìà 1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (28) ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð íà ãðóïïå SL(2) èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ.

/ Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû òðåáóåòñÿ ïðåäúÿâèòü òðè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ
ïåðâûõ èíòåãðàëà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (28), íàõîäÿùèõñÿ â èíâîëþöèè.

Ïîñêîëüêó ëåâûå ñäâèãè íà ãðóïïå êîììóòèðóþò ñ ïðàâûìè ñäâèãàìè, ïðàâîèíâàðèàíòíûå
ãàìèëüòîíèàíû gi ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñ-
òåìû (28). Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ gi ñ ó÷åòîì äèíà-
ìèêè (28). Èòàê, ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èëè 3 ïåðâûõ èíòåãðàëà èññëåäóåìîé ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû.

Êàê áûëî óæå çàìå÷åíî â ðàçäåëå 1, âåðòèêàëüíàÿ ïîäñèñòåìà â (28) äëÿ ñîïðÿæåííûõ
ïåðåìåííûõ hi íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (ν, α, ϕ) è ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Êàê áûëî çàìå÷åíî â ðàçäåëå 1, ãàìèëüòîíèàí H = 1

2

(
h21 + h22

)
è

ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà E = 2h20− (ξ2−1)(h21−h22) ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû
(28). Âûáåðåì îäèí èç ïðàâîèíâàðèàíòíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ gi , è óáåäèìñÿ, ÷òî ìû ïîëó÷èëè
ïîëíûé íàáîð ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííûå ïåðâûå èí-
òåãðàëû ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû è íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè. Âûáåðåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè
g2 , ïîñêîëüêó ýòîò èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìóëîé

g2 = − (h2 cos 2ϕ+ h1ξ sin 2ϕ) ch 2ν − h3 sh 2ν.

Ïðàâîèíâàðèàíòíûé ãàìèëüòîíèàí g2 êîììóòèðóåò ïî Ïóàññîíó ñ ëåâîèíâàðèàíòíûìè ïåð-
âûìè èíòåãðàëàìè H è E . Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èíòåãðàëû H
è E òîæå êîììóòèðóþò ïî Ïóàññîíó:

{H,E} = {H, g2} = {E, g2} = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåííûé íàáîð èíòåãðàëîâ íàõîäèòñÿ â èíâîëþöèè. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ,
÷òî íàéäåííûå èíòåãðàëû ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
ãðàäèåíòû íàéäåííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ∇H , ∇E , ∇g2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà îòêðûòîì
âñþäó ïëîòíîì ìíîæåñòâå U ⊆ T ∗SL(2) . Ââèäó àíàëèòè÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé
H , E è g2 , ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé
ãðàäèåíòû ∇H , ∇E , ∇g2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Çàïèøåì ìàòðèöó ßêîáè

J =

 (∇H)T

(∇E)T

(∇g2)T

 =

 h1 h2 0 0 0 0
−2
(
−1 + ξ2

)
h1 2

(
−1 + ξ2

)
h2 4h0 0 0 0

−ξ ch 2ν sin 2ϕ − ch 2ν cos 2ϕ sh 2ν ∇gν2 ∇gα2 ∇gϕ2

 ,
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è óáåäèìñÿ, ÷òî ìàòðèöà J èìååò ðàíã 3 õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, ñîñ÷èòàâ
ìèíîð ïîðÿäêà 3× 3 ïî ïåðâûì òðåì ñòîëáöàì:

Det(J[3, 3]) = 4h0 ch 2ν (h1 cos 2ϕ− h2ξ sin 2ϕ)− 4h1 h2
(
−1 + ξ2

)
sh 2ν 6≡ 0.

.
Èòàê, ìû íàøëè ïîëíûé íàáîð ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (28). Ýòî îçíà÷à-

åò èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (28) äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñòðóêòóðû
SLe(2) . Â çàêëþ÷åíèå äîáàâèì, ÷òî èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñòðóêòóð
SLh(2) ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

5 Çàêëþ÷åíèå

Äîêàçàíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ñèñòåìà ÎÄÓ äëÿ ÑÐ
ãåîäåçè÷åñêèõ) èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ äëÿ êîíòàêòíûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ÑÐ ñòðóêòóð
ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà íà ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïå SL2(R) . Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ
ïðèìåíèòü îïèñàííûé ïîäõîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÑÐ ñòðóêòóð ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà SLh(2) ,
à òàêæå ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå ÑÐ ãåîäåçè÷åñêèõ â îáîèõ ñëó÷àÿõ.
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