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Экстремальные траектории в нильпотентной
субримановой задаче на группе Энгеля

Рассматривается нильпотентная субриманова задача на группе Энге-
ля – четырехмерная задача оптимального управления с двумерным линей-
ным управлением и интегральным функционалом качества. Эта задача
возникает как нильпотентная аппроксимация неголономных систем в че-
тырехмерном пространстве с двумерным управлением (например, для си-
стемы, описывающей движение мобильного робота с прицепом). Получена
параметризация экстремальных траекторий функциями Якоби. Описана
дискретная группа симметрий и ее неподвижные точки – точки Максвел-
ла. На этой основе получена верхняя оценка времени разреза (времени
потери оптимальности) вдоль экстремальных траекторий.
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§ 1. Введение

Настоящая работа посвящена исследованию нильпотентной субримановой
задачи на группе Энгеля – задачи оптимального управления с четырехмерным
нелинейным состоянием, двумерным линейным управлением и интегральным
функционалом качества. Нильпотентные субримановы задачи играют фунда-
ментальную роль в субримановой геометрии, так как они доставляют локаль-
ную квазиоднородную аппроксимацию общих субримановых задач (см. работы
[1]–[4]). Например, нильпотентная субриманова задача на трехмерной группе
Гейзенберга (см. [5]) служит краеугольным камнем всей субримановой геомет-
рии. Инвариантные субримановы задачи на группах Ли активно исследуют-
ся методами геометрической теории управления в течение последних 10 лет
(см. [6]–[12]).

Инвариантная субриманова задача на группе Энгеля обладает рядом важ-
ных свойств, определяющих ее особую роль в субримановой геометрии. Во-пер-
вых, это – простейшая субриманова задача с нетривиальными анормальными
экстремальными траекториями (как известно, в трехмерных контактных зада-
чах анормальные экстремальные траектории постоянны; см. [13]). Во-вторых,
эта задача проецируется в субриманову задачу в плоском случае Мартине
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(см. [14]), поэтому задача на группе Энгеля является простейшей инвариант-
ной субримановой задачей на нильпотентной группе Ли с несубаналитической
субримановой сферой. В-третьих, векторное распределение в этой задаче не
является 2-порождающим (см. [15]): вектор роста этой задачи (2, 3, 4) имеет
длину 3. Поэтому, в частности, она является простейшей из субримановых
задач, в которой нарушается свойство перемежаемости сопряженных точек и
точек Максвелла, характерное для субримановых задач с 2-порождающими
распределениями.

Инвариантная задача на группе Энгеля играет важную роль в приложени-
ях, в частности в робототехнике, так как она служит нильпотентной аппрок-
симацией системы, описывающей движение мобильного робота с прицепом на
плоскости или на двумерной поверхности (см. [2], [16]).

В силу описанных фактов важность исследования инвариантной субримано-
вой задачи на группе Энгеля не вызывает сомнений. В настоящей работе к этой
задаче применяются новые методы геометрической теории управления, успеш-
но зарекомендовавшие себя в недавних работах, посвященных задаче Эйлера
об эластиках [17], [18], нильпотентной субримановой задаче с вектором роста
(2, 3, 5) [9], субримановой задаче на группе движений плоскости [12] и задаче
о качении сферы по плоскости [10].

Работа имеет следующую структуру. В § 2 приводится и обсуждается поста-
новка задачи. В § 3 к задаче применяется принцип максимума Понтрягина, а
в § 4 и § 5 получена параметризация экстремальных траекторий; в частности,
в § 5 получено описание экспоненциального отображения, параметризующего
все экстремальные траектории. В § 6 описаны дискретные симметрии экспо-
ненциального отображения, а в § 7 изучены соответствующие точки Максвел-
ла – неподвижные точки этих симметрий. На этой основе в теореме 3 получен
основной результат настоящей работы – верхняя оценка времени разреза (вре-
мени потери оптимальности) вдоль экстремальных траекторий.

§ 2. Постановка задачи оптимального управления

В работе рассматривается следующая задача оптимального управления:
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 , q ∈ R4, u ∈ R2, (2.1)

с граничными условиями

q(0) = q0 = (x0, y0, z0, v0), q(t1) = q1 = (x1, y1, z1, v1) (2.2)

и функционалом качества
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√
u2

1 + u2
2 dt→ min, (2.3)
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где точка q = (x, y, z, v) ∈ R4 = M задает состояние системы, u = (u1, u2) есть
управление, а терминальное время t1 фиксировано.

Обозначим векторные поля при управлениях в правой части системы (2.1)

X1 =
(

1, 0,−y
2
, 0

)T

, X2 =
(

0, 1,
x

2
,
x2 + y2

2

)T

,

и вычислим их коммутаторы:

X3 = [X1, X2] =
∂X2

∂q
X1 −

∂X1

∂q
X2 = (0, 0, 1, x)T ,

X4 = [X1, X3] =
∂X3

∂q
X1 −

∂X1

∂q
X3 = (0, 0, 0, 1)T .

Векторные поля X1(q), . . . , X4(q) линейно независимы в любой точке q ∈ R4,
поэтому в силу теоремы Рашевского–Чжоу (см. [15]) система (2.1) вполне уп-
равляема в R4 (т.е. любые точки q0, q1 ∈M можно соединить траекторией этой
системы).

Поля X1, X2 порождают четырехмерную нильпотентную алгебру Ли

Lie(X1, X2) = span(X1, X2, X3, X4)

со следующей таблицей умножения:

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = [X2, X3] = [X2, X4] = 0.

Эта алгебра Ли называется алгеброй Энгеля (см. [1]). На пространстве R4 мож-
но ввести групповую структуру (закон умножения) так, что R4 станет группой
Ли, а поля X1, . . . , X4 станут базисными левоинвариантными полями на этой
группе Ли. Несложно проверить, что этот закон умножения имеет вид
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Пространство R4 с такой групповой структурой называется группой Энгеля.
Задача (2.1)–(2.3) является левоинвариантной субримановой задачей на

группе Энгеля для субримановой структуры на R4, заданной полями X1, X2

как ортонормированным базисом. Как известно (см. [19]), все вполне него-
лономные инвариантные субримановы задачи на группе Энгеля переводятся
одна в другую гомоморфизмом Ли группы Энгеля и задача (2.1)–(2.3) служит
конкретной моделью для всего класса таких задач.

В силу инвариантности задачи относительно левых сдвигов на группе Эн-
геля можно считать, что начальная точка есть единичный элемент группы
q0 = (x0, y0, z0, v0) = (0, 0, 0, 0).

2 Математический сборник, т. 202, вып. 11
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Легко видеть, что задача (2.1)–(2.3) эквивалентна следующей геометриче-
ской задаче. Пусть на плоскости имеются точки (x0, y0), (x1, y1) ∈ R2, соеди-
ненные кривой γ0 ⊂ R2. Пусть также имеются число S ∈ R и прямая l ⊂ R2.
Требуется соединить точки (x0, y0) и (x1, y1) кратчайшей кривой γ ⊂ R2 так,
чтобы кривые γ0 и γ ограничивали на плоскости область площади S с центром
масс, принадлежащим прямой l.

§ 3. Принцип максимума Понтрягина

Существование оптимальных траекторий в задаче (2.1)–(2.3) следует из тео-
ремы Филлипова (см. [15]). Из неравенства Коши–Буняковского следует, что
задача минимизации субримановой длины (2.3) равносильна задаче минимиза-
ции действия ∫ t1

0

u2
1 + u2

2

2
dt→ min . (3.1)

К полученной задаче оптимального управления (2.1), (2.2), (3.1) приме́ним
принцип максимума Понтрягина (см. [20], [15]). Введем вектор сопряженных
переменных ψ = (ψ0, ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) и функцию Гамильтона

H(ψ, q, u) = ψ0
u2

1 + u2
2

2
+ ψ1u1 + ψ2u2 + ψ3

xu2 − yu1

2
+ ψ4

x2 + y2

2
u2.

Из принципа максимума Понтрягина для этой функции Гамильтона получаем
уравнения гамильтоновой системы для сопряженных переменных

ψ̇1 = −Hx = −ψ3
u2

2
− ψ4xu2, ψ̇2 = −Hy = ψ3

u1

2
− ψ4yu2, ψ̇3 = ψ̇4 = 0,

условие максимума

max
u∈R2

H
(
ψ(t), q̂(t), u

)
= H

(
ψ(t), q̂(t), û(t)

)
, ψ0 6 0, (3.2)

где û(t), q̂(t) – оптимальный процесс, и условие нетривиальности сопряженных
переменных

ψ(t) ̸= 0.

§ 4. Анормальные экстремальные траектории

Исследуем анормальный случай ψ0 = 0. Из условия максимума (3.2) полу-
чаем

Hu1 = ψ1 − ψ3
y

2
= 0, (4.1)

Hu2 = ψ2 + ψ3
x

2
+ ψ4

x2 + y2

2
= 0. (4.2)

Из уравнения (4.1) получаем

0 = ψ̇1 − ψ3
u2

2
= −u2(ψ3 + ψ4x),
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аналогично из уравнения (4.2) получаем

0 = ψ̇2 + ψ3
u1

2
+ ψ3(xu1 + yu2) = u1(ψ3 + ψ4x).

Можно считать, что u2
1 + u2

2 = 1, поэтому ψ3 + ψ4x = 0. Если ψ4 = 0,
то ψ3 = 0, а значит, ψ = 0, что противоречит условию нетривиальности со-
пряженных переменных. Следовательно, ψ4 ̸= 0; отсюда получаем уравнения
экстремальных кривых для анормального случая

x = 0, y = ±t, z = 0, v = ± t
3

6
. (4.3)

Проекция этих кривых на плоскость (x, y) – прямая.

§ 5. Нормальные экстремальные траектории

5.1. Нормальная гамильтонова система. Изучим нормальный случай
ψ0 = −1. Из условия максимума (3.2) следует, что Hu1 = 0, Hu2 = 0. Отсюда
получаем

u1 = ψ1 − ψ3
y

2
, u2 = ψ2 + ψ3

x

2
+ ψ4

x2 + y2

2
.

Введем линейные на слоях касательного расслоения T ∗M гамильтонианы
hi = ⟨ψ,Xi⟩, соответствующие базисным в касательном пространстве TqM век-
торным полям Xi:

h1 = ψ1 − ψ3
y

2
, h2 = ψ2 + ψ3

x

2
+ ψ4

x2 + y2

2
, h3 = ψ3 + ψ4x,

h4 = ψ4.

Дифференцируя эти функции в силу гамильтоновой системы принципа макси-
мума, получаем уравнения

ḣ1 = −h2h3, ḣ2 = h1h3, ḣ3 = h1h4, ḣ4 = 0.

Ограничимся поверхностью уровня
{
H = 1

2 (h2
1 + h2

2) = 1
2

}
и перейдем на

этой поверхности к координатам (θ, c, α):

h1 = cos
(
θ +

π

2

)
, h2 = sin

(
θ +

π

2

)
, h3 = c, h4 = α.

В координатах (θ, c, α, x, y, z, v) гамильтонова система принципа максимума
Понтрягина для нормального случая принимает форму

θ̇ = c, (5.1)

ċ = −α sin θ, (5.2)

α̇ = 0, (5.3)

ẋ = − sin θ, (5.4)

2*
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ẏ = cos θ, (5.5)

ż =
x cos θ + y sin θ

2
, (5.6)

v̇ = cos θ
x2 + y2

2
. (5.7)

Заметим, что подсистема для сопряженных переменных сводится к уравне-
нию маятника

θ̈ = −α sin θ, α = const. (5.8)

Поэтому проекции экстремальных кривых на плоскость (x, y) суть эйлеровы
эластики – стационарные конфигурации упругого стержня на плоскости (см.
[17], [18], [21]–[23]).

Рис. 1. Маятник (5.8) при α > 0 Рис. 2. Маятник (5.8) при α < 0

Физический смысл параметра α для уравнения маятника таков:

α =
g

L
,

где g – ускорение свободного падения, а L – длина маятника. Таким образом,
если α = 0, то маятник движется в невесомости, при α > 0 сила тяжести
маятника направлена вниз (рис. 1), при α < 0 сила тяжести направлена вверх
(рис. 2).

5.2. Разбиение начального цилиндра C. Введем интеграл энергии ма-
ятника (5.8):

E =
h2

3

2
− h2h4 =

c2

2
− α cos θ ∈ [−|α|,+∞), Ė = h3ḣ3 − ḣ2h4 = 0.

Семейство всех нормальных экстремальных траекторий параметризуется
точками цилиндра

C = T ∗q0
M ∩

{
H =

1
2

}
= {(h1, h2, h3, h4) ∈ R4 | h2

1 + h2
2 = 1}

= {(θ, c, α) | θ ∈ S1, c, α ∈ R}.

Разобьем цилиндр C на подмножества, соответствующие разным типам тра-
екторий маятника:

C =
7⋃

i=1

Ci, Ci ∩ Cj = ∅, i ̸= j, λ = (θ, c, α),
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C1 = {λ ∈ C | α ̸= 0, E ∈ (−|α|, |α|)},
C2 = {λ ∈ C | α ̸= 0, E ∈ (|α|,+∞)},
C3 = {λ ∈ C | α ̸= 0, E = |α|, c ̸= 0},
C4 = {λ ∈ C | α ̸= 0, E = −|α|},
C5 = {λ ∈ C | α ̸= 0, E = |α|, c = 0},
C6 = {λ ∈ C | α = 0, c ̸= 0},
C7 = {λ ∈ C | α = c = 0}.

Далее, множества Ci, i = 1, . . . , 5, разбиваются на подмножества в зависимости
от знака переменной α:

C+
i = Ci ∩ {α > 0}, C−i = Ci ∩ {α < 0}, i ∈ {1, . . . , 5}.

Более того, подмножества C6, C±2 , C±3 разбиваются на связные компоненты
в зависимости от знака переменной c:

C6+ = C6 ∩ {c > 0}, C6− = C6 ∩ {c < 0},
C±i+ = C±i ∩ {c > 0}, C±i− = C±i ∩ {c < 0}, i ∈ {2, 3}.

Рис. 3. Разбиение C для α > 0 Рис. 4. Разбиение C для α < 0

Разбиение сечения цилиндра {λ ∈ C | α = const ̸= 0} показано на рис. 3 (при
α > 0) и рис. 4 (при α < 0).

5.3. Эллиптические координаты. Для вычисления экстремальных тра-
екторий введем на подмножествах C1, C2, C3 координаты (ϕ, k, α), в которых
подсистема для сопряженных переменных (5.1)–(5.3) выпрямляется. Подоб-
ные координаты использовались в работах [9], [17], [10], [12] для исследования
нескольких родственных задач оптимального управления, в которых подсисте-
ма гамильтоновой системы принципа максимума Понтрягина для сопряженных
переменных сводится к уравнению маятника.

В области C+
1

k =

√
E + α

2α
=

√
c2

4α
+ sin2 θ

2
∈ (0, 1),
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sin
θ

2
= k sn(

√
αϕ), cos

θ

2
= dn(

√
αϕ),

c

2
= k

√
α cn(

√
αϕ),

ϕ ∈ [0, 4K].

В области C+
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√
2α
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1√
c2/(4α) + sin2(θ/2)

∈ (0, 1),

sin
θ

2
= sgn c sn

√
αϕ

k
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2
= cn

√
αϕ

k
,

c

2
= sgn c

√
α

k
dn
√
αϕ

k
,

ϕ ∈ [0, 2kK], ψ =
ϕ

k
.

На множестве C+
3

k = 1,

sin
θ

2
= sgn c th(

√
αϕ), cos

θ

2
=

1
ch(
√
αϕ)

,
c

2
= sgn c

√
α

ch(
√
αϕ)

,

ϕ ∈ (−∞,+∞).

Здесь и далее sn, cn, dn, E – эллиптические функции Якоби (см. [24]).
На множествах C−1 , C−2 , C−3 определим новые координаты следующим обра-

зом:

ϕ(θ, c, α) = ϕ(θ − π, c,−α), (5.9)

k(θ, c, α) = k(θ − π, c,−α). (5.10)

Непосредственное дифференцирование показывает, что подсистема для со-
пряженных переменных (5.1)–(5.3) принимает в новых координатах следую-
щую форму:

ϕ̇ = 1, k̇ = 0, α̇ = 0,

поэтому ее решения имеют вид

ϕ(t) = ϕt = ϕ+ t, k = const, α = const. (5.11)

5.4. Параметризация экстремальных траекторий при λ ∈
⋃3

i=1 Ci

в случае α = 1. Пусть α = 1. Из определения координат ϕ, k получаем
следующую параметризацию компоненты θt вдоль экстремальных траекторий.

Если λ ∈ C+
1 , то

sin θt = 2k snϕt dnϕt, cos θt = 1− 2k2 sn2 ϕt.

Если λ ∈ C+
2 , то

sin θt = 2 sgn c snψt cnψt, cos θt = cn2 ψt − sn2 ψt, ψt =
ϕ+ t

k
.
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Если λ ∈ C+
3 , то

sin θt = 2 sgn c
thϕt

chϕt
, cos θt =

1− sh2 ϕt

ch2 ϕt

.

Интегрируя уравнения (5.4)–(5.7), получаем параметризацию экстремаль-
ных траекторий для случая α = 1.

Если λ ∈ C1, то

xt = 2k(cnϕt − cnϕ),

yt = 2(E(ϕt)− E(ϕ))− t,

zt = 2k
(

snϕt dnϕt − snϕdnϕ− yt

2
(cnϕt + cnϕ)

)
,

vt =
y3

t

6
+ 2k2 cn2 ϕyt − 4k2 cnϕ(snϕt dnϕt − snϕdnϕ) + 2k2

(
2
3

cnϕt dnϕt snϕt

− 2
3

cnϕdnϕ snϕ+
1− k2

3k2
t+

2k2 − 1
3k2

(E(ϕt)− E(ϕ))
)
.

Если λ ∈ C2, то

xt =
2 sgn c
k

(dnψt − dnψ),

yt =
k2 − 2
k2

t+
2
k

(E(ψt)− E(ψ)),

zt = −xtyt

2
− 2 sgn cdnψ

k
yt + 2 sgn c(cnψt snψt − cnψ snψ),

vt =
4
k

(
1
3

cnψt dnψt snψt −
1
3

cnψ dnψ snψ − 1− k2

3k3
t− k2 − 2

6k2
(E(ψt)− E(ψ))

)
+
y3

t

6
+

2yt

k2
dn2 ψ − 4

k
dnψ(cnψt snψt − cnψ snψ),

ψ =
ϕ

k
, ψt =

ψ + t

k
.

Если λ ∈ C3, то

xt = 2 sgn c
(

1
chϕt

− 1
chϕ

)
,

yt = 2(thϕt − thϕ)− t,

zt = −xtyt

2
− 2 sgn c

chϕ
yt + 2 sgn c

(
thϕt

chϕt
− thϕ

chϕ

)
,

vt =
2
3

(
thϕt − thϕ+ 2

thϕt

ch2 ϕt

− 2
thϕ
ch2 ϕ

)
+
y3

t

6
+

2yt

ch2 ϕ
− 4

chϕ

(
thϕt

chϕt
− thϕ

chϕ

)
.

5.5. Параметризация экстремальных траекторий при λ ∈
⋃3

i=1 Ci

в общем случае α ̸= 0. Параметризация экстремальных траекторий в общем
случае получается из формул для частного случая α = 1 с помощью симметрий
гамильтоновой системы (5.1)–(5.7).
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5.5.1. Случай α > 0. Система (5.1)–(5.7) имеет симметрию (растяжение)

(θ, c, α, x, y, z, v, t) 7→
(
θ,

c√
α
, 1,
√
αx,

√
αy, αz, α3/2v,

√
αt

)
,

под действием которой переменные ϕ, k преобразуются следующим образом:

(ϕ, k, α) 7→ (
√
αϕ, k, 1).

Поэтому экстремальные траектории для случая α > 0 выражаются следую-
щим образом через экстремальные траектории для случая α = 1 (вычисленные
в п. 5.4):

(xt, yt, zt, vt)(ϕ, k, α) =
(
x√αt√
α
,
y√αt√
α
,
z√αt

α
,
v√αt

α3/2

)
(
√
αϕ, k, 1).

5.5.2. Случай α < 0. Гамильтонова система (5.1)–(5.7) имеет симметрию
(отражение)

(θ, c, α, x, y, z, v, t) 7→ (θ − π, c,−α,−x,−y, z,−v, t),

не изменяющую значения координат ϕ и k (см. (5.9), (5.10)). Поэтому экстре-
мальные траектории для случая α < 0 выражаются следующим образом через
экстремальные траектории для случая α > 0:

(xt, yt, zt, vt)(ϕ, k, α) = (−xt,−yt, zt,−vt)(ϕ, k,−α).

5.5.3. Общий случай α ̸= 0. Обозначим σ =
√
|α|, s1 = sgnα. Учитывая

результаты предыдущих пунктов, получаем следующее выражение для экстре-
мальных траекторий:

(xt, yt, zt, vt)(ϕ, k, α) =
(
s1
σ
xσt,

s1
σ
yσt,

1
σ2
zσt,

s1
σ3
vσt

)
(σϕ, k, 1). (5.12)

Отсюда получаем параметризацию экстремальных траекторий для общего слу-
чая.

Если λ ∈ C1, то

xt =
2kσ
α

(cn(σϕt)− cn(σϕ)),

yt =
2σ
α

(E(σϕt)− E(σϕ))− sgnαt,

zt =
2k
|α|

(
sn(σϕt) dn(σϕt)− sn(σϕ) dn(σϕ)− σkyt

2α
(
cn(σϕt) + cn(σϕ)

))
,

vt =
y3

t

6
+

2k2

|α|
cn2(σϕ)yt −

4k2

σα
cn(σϕ)

(
sn(σϕt) dn(σϕt)− sn(σϕ) dn(σϕ)

)
+

2k2

σα

(
2
3

cn(σϕt) dn(σϕt) sn(σϕt)−
2
3

cn(σϕ) dn(σϕ) sn(σϕ) +
1− k2

3k2
σt

+
2k2 − 1

3k2
(E(σϕt)− E(σϕ))

)
.
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Если λ ∈ C2, то

xt =
2σ sgn c
αk

(dn(σψt)− dn(σψ)),

yt =
k2 − 2
k2

sgnαt+
2σ
αk

(E(σψt)− E(σψ)),

zt = −xtyt

2
− 2σ sgn cdn(σψ)

αk
yt +

2 sgn c
|α|

(
cn(σψt) sn(σψt)− cn(σψ) sn(σψ)

)
,

vt =
4

σαk

(
1
3

cn(σψt) dn(σψt) sn(σψt)−
1
3

cn(σψ) dn(σψ) sn(σψ)

− 1− k2

3k3
σt− k2 − 2

6k2
(E(σψt)− E(σψ))

)
+
y3

t

6
+

2yt

|α|k2
dn2(σψ)

− 4
σαk

dn(σψ)
(
cn(σψt) sn(σψt)− cn(σψ) sn(σψ)

)
.

Если λ ∈ C3, то

xt =
2σ sgn c

α

(
1

ch(σϕt)
− 1

ch(σϕ)

)
,

yt =
2σ
α

(th(σϕt)− th(σϕ))− sgnαt,

zt = −xtyt

2
− 2σ sgn c
α ch(σϕ)

yt + 2
sgn c
|α|

(
th(σϕt)
ch(σϕt)

− th(σϕ)
ch(σϕ)

)
,

vt =
2

3σα

(
th(σϕt)− th(σϕ) + 2

th(σϕt)
ch2(σϕt)

− 2
th(σϕ)
ch2(σϕ)

)
+
y3

t

6

+
2yt

|α| ch2 ϕ
− 4
σα ch(σϕ)

(
th(σϕt)
ch(σϕt)

− th(σϕ)
ch(σϕ)

)
.

5.6. Параметризация экстремальных траекторий для C4, C5, C6.
Если λ ∈ C4, то θ̇ = 0, cos θ = sgnα и гамильтонова система легко интегри-
руется:

xt = 0, yt = t sgnα, zt = 0, vt =
t3

6
sgnα.

В случае λ ∈ C5 имеем cos θ = − sgnα, откуда

xt = 0, yt = −t sgnα, zt = 0, vt = − t
3

6
sgnα.

Пусть λ ∈ C6, тогда α = 0, c ̸= 0. Поэтому θ̈t = 0, следовательно θt = ct+ θ,
где c = const, θ = const. Откуда получаем

xt =
cos(ct+ θ)− cos θ

c
, yt =

sin(ct+ θ)− sin θ
c

, zt =
ct− sin(ct)

2c2
,

vt = −2c cos θt− 4 sin(ct+ θ) + sin(2ct+ θ)
4c3

.

В случае λ ∈ C7 имеем α = c = 0, θt ≡ θ = const, откуда

xt = −t sin θ, yt = t cos θ, zt = 0, vt =
t3

6
cos θ.
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Заметим, что нормальные экстремальные траектории для случаев C4, C5

совпадают с анормальными траекториями (4.3), поэтому последние не являют-
ся строго анормальными.

Рис. 5. Инфлексионная
эластика

Рис. 6. Инфлексионная
эластика

Рис. 7. Инфлексионная
эластика

Рис. 8. Неинфлексионная
эластика

Рис. 9. Критическая эластика

Если маятник (5.8) колеблется с докритической энергией E < |α| (слу-
чай C1), то эластики (xt, yt) имеют точки перегиба и называются инфлексион-
ными (рис. 5–7). Если маятник вращается с посткритической энергией E > |α|
(случай C2), то эластики не имеют точек перегиба и называются неинфлек-
сионными (рис. 8). Наконец, если маятник движется с критической энергией
E = |α| (случай C3), то соответствующая эластика называется критической
(рис. 9). Для маятника, вращающегося в невесомости (случай C6), проекции
экстремальных траекторий на плоскость (x, y) являются окружностями. Для
покоящегося маятника (случаи C4, C5, C7) эти проекции суть прямые.
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5.7. Экспоненциальное отображение. Семейство всех экстремальных
траекторий описывается экспоненциальным отображением

Exp: C × R+ →M, Exp(λ, t) = qt,

λ = (θ, c, α) ∈ C, t ∈ R+, qt ∈M.

Экспоненциальное отображение переводит пару (λ, t), состоящую из началь-
ного значения вектора сопряженных переменных λ ∈ C и времени t ∈ R+, в ко-
нец соответствующей экстремальной траектории qt. В предыдущих пунктах
получена явная параметризация экспоненциального отображения элементар-
ными функциями и функциями Якоби.

Далее мы исследуем дискретные симметрии экспоненциального отображе-
ния и на этой основе получим оценки времени разреза вдоль экстремальных
траекторий.

§ 6. Дискретные симметрии экспоненциального отображения

6.1. Отражения поля направлений маятника. Подсистема для сопря-
женных переменных нормальной гамильтоновой системы (5.1)–(5.3) сведена
к уравнению маятника (5.8). Очевидно, что следующие отражения εi сохраня-
ют поле направлений маятника:

ε1 : (θ, c, α) 7→ (θ,−c, α), ε2 : (θ, c, α) 7→ (−θ, c, α),

ε3 : (θ, c, α) 7→ (−θ,−c, α), ε4 : (θ, c, α) 7→ (θ + π, c,−α),

ε5 : (θ, c, α) 7→ (θ + π,−c,−α), ε6 : (θ, c, α) 7→ (−θ + π, c,−α),

ε7 : (θ, c, α) 7→ (−θ + π,−c,−α).

Отражения ε1, ε2, ε5, ε6 изменяют направление времени на траекториях,
а ε3, ε4, ε7 сохраняют. Эти отражения порождают группу симметрий парал-
лелепипеда G = {Id, ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6, ε7} с таблицей умножения (таблица 1);

Таблица 1. Правила умножения в группе G

ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7

ε1 Id ε3 ε2 ε5 ε4 ε7 ε6

ε2 Id ε1 ε6 ε7 ε4 ε5

ε3 Id ε7 ε6 ε5 ε4

ε4 Id ε1 ε2 ε3

ε5 Id ε3 ε2

ε6 Id ε1

ε7 Id

элементы таблицы ниже главной диагонали не заполнены, так как группа G

абелева.
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6.2. Отражения траекторий маятника. Действие симметрий εi продол-
жается на множество траекторий уравнения маятника (5.8) с сохранением на-
правления времени. Обозначим гладкую кривую

γ = {(θs, cs, α) | s ∈ [0, t]}

в фазовом пространстве маятника S1×R2. Определим действие отражений на

Рис. 10. Отражение траекторий маятника

эти кривые (рис. 10) следующим образом:

ε1 : γ 7→ γ1 = {(θ1s , c1s, α1) | s ∈ [0, t]} = {(θt−s,−ct−s, α) | s ∈ [0, t]},
ε2 : γ 7→ γ2 = {(θ2s , c2s, α2) | s ∈ [0, t]} = {(−θt−s, ct−s, α) | s ∈ [0, t]},
ε3 : γ 7→ γ3 = {(θ3s , c3s, α3) | s ∈ [0, t]} = {(−θs,−cs, α) | s ∈ [0, t]},
ε4 : γ 7→ γ4 = {(θ4s , c4s, α4) | s ∈ [0, t]} = {(θs + π, cs,−α) | s ∈ [0, t]},
ε5 : γ 7→ γ5 = {(θ5s , c5s, α5) | s ∈ [0, t]} = {(θt−s + π,−ct−s,−α) | s ∈ [0, t]},
ε6 : γ 7→ γ6 = {(θ6s , c6s, α6) | s ∈ [0, t]} = {(−θt−s + π, ct−s,−α) | s ∈ [0, t]},
ε7 : γ 7→ γ7 = {(θ7s , c7s, α7) | s ∈ [0, t]} = {(−θs + π,−cs,−α) | s ∈ [0, t]}.

Лемма 1. Отражения εi , i = 1, . . . , 7, переводят траектории маятни-
ка (5.8) в траектории.

Доказательство. Утверждение проверяется непосредственным диффе-
ренцированием. Например, для ε4 и ε7 получаем

d

ds
θ4s =

d

ds
(θs + π) = θ̇s = c4s,

d

ds
c4s =

d

ds
cs = ċs = −α sin θs = α4 sin(θ4s + π) = −α4 sin θ4s ,

d

ds
θ7s =

d

ds
(−θs + π) = −θ̇s = −cs = c7s,

d

ds
c7s =

d

ds
(−cs) = −ċs = α sin θs = −α7 sin(−θ7s + π) = −α7 sin θ7s .
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Продолжим действие отражений εi с вертикальной подсистемы (5.1)–(5.3)
на решения полной гамильтоновой системы принципа максимума Понтрягина
(5.1)–(5.7)

θ̇s = cs, ċs = −α sin θs, α̇ = 0, q̇s = − sin θsX1(qs) + cos θsX2(qs)

следующим образом:

εi :
{
(θs, cs, α, qs) | s ∈ [0, t]

}
7→

{
(θi

s, c
i
s, α

i, qi
s) | s ∈ [0, t]

}
. (6.1)

Действие отражений на кривые (θs, cs, α) описано явно выше в этом пункте.
Далее мы вычислим действие отражений на эластики (xs, ys) и на конечные
точки геодезических qt.

6.3. Отражения эластик Эйлера. Пусть qs = (xs, ys, zs, vs), s ∈ [0, t],
есть геодезическая, а

qi
s = (xi

s, y
i
s, z

i
s, v

i
s), s ∈ [0, t], i = 1, . . . , 7,

суть ее образы под действием отражений εi. Опишем действие отражений на
эластики (xs, ys).

Лемма 2. Отражения εi , i = 1, . . . , 7, преобразуют эластики (xs, ys) сле-
дующим образом:

x1
s = xt − xt−s, y1

s = yt − yt−s,

x2
s = xt−s − xt, y2

s = yt − yt−s,

x3
s = −xs, y3

s = ys,

x4
s = −xs, y4

s = −ys,

x5
s = xt−s − xt, y5

s = yt−s − yt,

x6
s = xt − xt−s, y6

s = yt−s − yt,

x7
s = xs, y7

s = −ys.

Доказательство. Проверяя непосредственным интегрированием, напри-
мер для ε6, получаем

x6
s =

∫ s

0

(− sin(−θt−r + π)) dr = −
∫ t−s

t

(− sin θp) dp = xt − xt−s,

y6
s =

∫ s

0

cos(−θt−r + π) dr =
∫ t−s

t

cos θp dp = yt−s − yt.

Действие симметрий εi на эластики имеет следующий геометрический смысл
(рис. 11):

– ε1 есть отражение эластики в ее хорде (т.е. отрезке, соединяющем ее
начало и конец);

– ε3 есть отражение эластики в оси y;
– ε4 есть отражение эластики в начальной точке;
– ε7 есть отражение эластики в оси x;
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Рис. 11. Отражение эйлеровых эластик

остальные симметрии выражаются через композицию уже описанных по таб-
лице умножения (см. таблицу 1).

6.4. Отражение концов геодезических.

Лемма 3. Отражения εi , i = 1, . . . , 7, преобразуют концы геодезических
qt = (xt, yt, zt, vt) в концы геодезических qi

t = (xi
t, y

i
t, z

i
t, v

i
t) следующим образом:

x1
t = xt, y1

t = yt, z1
t = −zt, v1

t = vt − xtzt,

x2
t = −xt, y2

t = yt, z2
t = zt, v2

t = vt − xtzt,

x3
t = −xt, y3

t = yt, z3
t = −zt, v3

t = vt,

x4
t = −xt, y4

t = −yt, z4
t = zt, v4

t = −vt,

x5
t = −xt, y5

t = −yt, z5
t = −zt, v5

t = −vt + xtzt,

x6
t = xt, y6

t = −yt, z6
t = zt, v6

t = −vt + xtzt,

x7
t = xt, y7

t = −yt, z7
t = −zt, v7

t = −vt.

Доказательство. Из леммы 2 получаем выражения для xi
t и yi

t. Выраже-
ния для остальных координат получаются интегрированием. Например, для ε1

имеем

z1
t =

1
2

∫ t

0

(x1
sẏ

1
s + y1

s ẋ
1
s) ds =

1
2

∫ t

0

(
(xt − xt−s)ẏ1

s − (yt − yt−s)ẋ1
s

)
ds = −zt,

v1
t =

1
2

∫ t

0

ẏ1
s

(
(x1

s)
2 + (y1

s)2
)
ds

=
ytx

2
t

2
+
y3

t

2
− xt

∫ t

0

xsẏs ds− yt

∫ t

0

ysẏs ds+ vt

=
ytx

3
t

2
− xt

2

∫ t

0

(
(xsys)· + (xsẏs − ysẋs)

)
ds+ vt = vt − xtzt.

Для остальных отражений εi доказательство аналогичное.
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6.5. Отражения как симметрии экспоненциального отображения.
Определим действие отражений εi в прообразе экспоненциального отображе-
ния C × R+ как сужение определенного в п. 6.2 действия на начальную точку
траектории маятника:

εi : C × R+ → C × R+, εi(θ, c, α, t) = (θi, ci, αi, t),

(θ1, c1, α1) = (θt,−ct, α),

(θ2, c2, α2) = (−θt, ct, α),

(θ3, c3, α3) = (−θ,−c, α),

(θ4, c4, α4) = (θ + π, c,−α),

(θ5, c5, α5) = (θt + π,−ct,−α),

(θ6, c6, α6) = (−θt + π, ct,−α),

(θ7, c7, α7) = (−θ + π,−c,−α).

Действие отражений ε в образе экспоненциального отображения M опреде-
лим как действие на концы геодезических (см. лемму 3):

εi : M →M, εi(q) = εi(x, y, z, v) = qi = (xi, yi, zi, vi), (6.2)

(x1, y1, z1, v1) = (x, y,−z, v − xz), (6.3)

(x2, y2, z2, v2) = (−x, y, z, v − xz), (6.4)

(x3, y3, z3, v3) = (−x, y,−z, v), (6.5)

(x4, y4, z4, v4) = (−x,−y, z,−v), (6.6)

(x5, y5, z5, v5) = (−x,−y,−z,−v + xz), (6.7)

(x6, y6, z6, v6) = (x,−y, z,−v + xz), (6.8)

(x7, y7, z7, v7) = (x,−y,−z,−v). (6.9)

В силу того, что действие отражений εi в прообразе C × R+ и образе M
экспоненциального отображения порождается действием отражений (6.1) на
траектории гамильтоновой системы, справедливо следующее утверждение.

Предложение 1. Для любого i = 1, . . . , 7 отражение εi есть симметрия
экспоненциального отображения, т.е.

εi ◦ Exp(θ, c, α, t) = Exp ◦εi(θ, c, α, t), (θ, c, α) ∈ C, t ∈ R+.

§ 7. Точки Максвелла

Точка qt субримановой геодезической называется точкой Максвелла, если
существует другая экстремальная траектория q̃s ̸≡ qs, для которой q̃t = qt,
t > 0. Известно, что после точки Максвелла геодезическая не может быть
оптимальна (см. [9]). В этом параграфе будут вычислены точки Максвелла,
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соответствующие некоторым из отражений εi. На этой основе будут получены
верхние оценки времени разреза вдоль экстремальных траекторий

tcut(λ) = sup
{
t > 0 | Exp(λ, s) оптимальна при s ∈ [0, t]

}
.

Определим множества Максвелла в прообразе Exp, соответствующие сим-
метриям εi:

MAXi =
{
(λ, t) ∈ C × R+ | λi ̸= λ,Exp(λi, t) = Exp(λ, t)

}
,

λ = (θ, c, α), λi = (θi, ci, αi) = εi(λ).
(7.1)

7.1. Неподвижные точки симметрий в образе экспоненциального
отображения. В силу предложения 1 равенство Exp(λi, t) = Exp(λ, t) из опре-
деления (7.1) множества MAXi равносильно равенству εi(qt) = qt. Из определе-
ния (6.2)–(6.9) действия отражений в M непосредственно получаем следующее
описание неподвижных точек отражений εi в образе экспоненциального отоб-
ражения.

Лемма 4. Справедливы следующие соотношения:

1) ε1(q) = q ⇐⇒ z = 0;

2) ε2(q) = q ⇐⇒ x = 0;

3) ε3(q) = q ⇐⇒ x2 + z2 = 0;

4) ε4(q) = q ⇐⇒ x2 + y2 + v2 = 0;

5) ε5(q) = q ⇐⇒ x2 + y2 + z2 + v2 = 0;

6) ε6(q) = q ⇐⇒ y2 + (2v − xz)2 = 0;

7) ε7(q) = q ⇐⇒ y2 + z2 + v2 = 0.

Равенства εi(q) = q задают в пространстве состояний R4 подмногообразия
размерностей от 3 до 0. В настоящей работе мы ограничимся исследованием
подмногообразий максимальной размерности 3 (соответствующих множествам
Максвелла MAX1, MAX2). Подмногообразия меньших размерностей будут изу-
чены позже.

7.2. Неподвижные точки симметрий в прообразе экспоненциаль-
ного отображения. В этом пункте вычислим решения уравнений λi = λ,
существенных для описания множеств Максвелла MAXi (для случаев i = 1, 2);
см. (7.1). Здесь и далее используются следующие переменные на множествах
Ci × R+:

(λ, t) ∈ (C1 ∪ C3)× R+ =⇒ τ = σ
ϕ+ ϕt

2
, p =

σt

2
,

(λ, t) ∈ C2 × R+ =⇒ τ = σ
ϕ+ ϕt

2k
, p =

σt

2k
.

Предложение 2. Пусть (λ, t) ∈ C × R+ , εi(λ, t) = (λi, t). Тогда:

1) λ1 = λ ⇐⇒

{
cn τ = 0 при λ ∈ C1,

невозможно при λ ∈ C2 ∪ C3 ∪ C6;
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2) λ2 = λ ⇐⇒


sn τ = 0 при λ ∈ C1,

sn τ cn τ = 0 при λ ∈ C2,

τ = 0 при λ ∈ C3,

2θ + ct = 2πn при λ ∈ C6.

Доказательство. Мы докажем только п. 1), так как п. 2) доказывается
аналогично.

Согласно определению действия отражений в прообразе экспоненциального
отображения (п. 6.5) равенство λ1 = λ эквивалентно равенствам θ = θt, c = −ct.

Если λ ∈ C2 ∪ C3 ∪ C6, то переменная c сохраняет знак вдоль траекторий
маятника (5.8), поэтому равенство c = −ct невозможно.

Если λ ∈ C1, то в силу определения эллиптических координат (п. 5.3) полу-
чаем {

θ = θt,

c = −ct
⇐⇒

{
sn(σϕ) = sn(σϕt),

cn(σϕ) = − cn(σϕt)
⇐⇒ cn τ = 0.

Для получения последнего перехода мы воспользовались формулами сложения
для функций Якоби (см. [24]).

7.3. Общее описание множеств Максвелла, соответствующих отра-
жениям ε1, ε2. Результаты двух предыдущих пунктов можно суммировать
в виде следующего утверждения.

Теорема 1. Пусть (λ, t) ∈
⋃3

i=1(Ci × R+) и qt = Exp(λ, t). Тогда:

1) (λ, t) ∈ MAX1 ⇐⇒

{
zt = 0, cn τ ̸= 0 при λ ∈ C1,

zt = 0 при λ ∈ C2 ∪ C3;

2) (λ, t) ∈ MAX2 ⇐⇒


xt = 0, sn τ ̸= 0 при λ ∈ C1,

xt = 0, sn τ cn τ ̸= 0 при λ ∈ C2,

xt = 0, τ ̸= 0 при λ ∈ C3.

7.4. Полное описание множеств Максвелла, соответствующих от-
ражениям ε1, ε2. В этом пункте опишем корни уравнений xt = 0, zt = 0
вдоль экстремальных траекторий. Для этого мы воспользуемся следующими
разложениями, полученными на основе ранее полученных выражений для экс-
тремальных траекторий (пп. 5.5, 5.6) и формул сложения для функций Якоби.

Если λ ∈ C1, то

xt = −4kσ
α

dn p sn p dn τ sn τ
∆

, ∆ = 1− k2 sn2 p sn2 τ > 0, (7.2)

zt =
4k
|α|

fz(p) cn τ
∆

, fz(p) = dn p sn p+ (p− 2 E(p)) cn p. (7.3)

Если λ ∈ C2, то

xt = −4σ sgn c
αk

cn p sn p cn τ sn τ
∆

, (7.4)
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zt = −4 sgn c
|α|k2

gz(p) dn τ
∆

, (7.5)

gz(p) = ((k2 − 2)p+ 2 E(p)) dn p− k2 sn p sn p. (7.6)

Если λ ∈ C3, то

xt =
8σ sgn c

α

ch p ch τ
ch(2p) + ch(2τ)

, (7.7)

zt =
8 sgn c
|α|

ch τ(p ch p− sh p)
ch(2p) + ch(2τ)

. (7.8)

Если λ ∈ C6, то

xt =
cos(ct+ θ)− cos θ

c
, (7.9)

zt =
ct− sin(ct)

2c2
. (7.10)

Корни функций fz(p) и gz(p) описаны в работе [9]. В [9; предложение 2.1]
доказано, что все положительные корни функции fz(p, k) имеют вид

p1
z < p2

z < · · · < pn
z < · · · , pn

z (k) ∈ (−K + 2Kn,K + 2Kn), n ∈ N,

а K(k) – полный эллиптический интеграл I рода. В [9; предложение 3.1] до-
казано, что функция gz(p) не имеет положительных корней. С учетом этих
результатов из теоремы 1 и разложений (7.2)–(7.10) получаем следующее опи-
сание множеств Максвелла, соответствующих отражением ε1 и ε2 (обозначим
Ni = Ci × R+).

Теорема 2. Справедливы следующие равенства:

1) MAX1 ∩N1 = {(λ, t) ∈ N1 | p = pn
z (k), n ∈ N, cn(τ) ̸= 0};

2) MAX1 ∩N2 = MAX1 ∩N3 = MAX1 ∩N6 = ∅;

3) MAX2 ∩N1 = {(λ, t) ∈ N1 | p = 2Kn, n ∈ N, sn(τ) ̸= 0};
4) MAX2 ∩N2 = {(λ, t) ∈ N2 | p = Kn, n ∈ N, sn(τ) cn(τ) ̸= 0};
5) MAX2 ∩N3 = ∅;

6) MAX2 ∩N6 = {(λ, t) ∈ N6 | tc = 2πn, θ ̸= πk, n, k ∈ Z}.

7.5. Предельные точки множества Максвелла. Определим множе-
ство, содержащееся в замыкании множества Максвелла:

CMAX =
{

(λ, t) ∈ N | ∃ {λn, tn}, {λ′n, tn} ⊂ N :

λn ̸= λ′n, Exp(λn, tn) = Exp(λ′n, tn), lim
n→∞

λn = lim
n→∞

λ′n = λ
}
.



ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ТРАЕКТОРИИ В ЗАДАЧЕ НА ГРУППЕ ЭНГЕЛЯ 51

В [9; предложение 5.1] доказано, что если (λ, t) ∈ CMAX, то точка

qt = Exp(λ, t)

является сопряженной вдоль экстремальной траектории qs = Exp(λ, s) и эта
траектория неоптимальна при s > t.

Лемма 5. Справедливо следующее:

1) если (λ, t) ∈ N1, p = pn
z , n ∈ N, cn τ = 0, то (λ, t) ∈ CMAX;

2) если (λ, t) ∈ N1, p = 2Kn, n ∈ N, sn τ = 0, то (λ, t) ∈ CMAX;

3) если (λ, t) ∈ N2, p = Kn, n ∈ N, sn τ cn τ = 0, то (λ, t) ∈ CMAX;

4) если (λ, t) ∈ N6, tc = 2πn, θ = πk, n, k ∈ Z, то (λ, t) ∈ CMAX.

Доказательство. Докажем только п. 1), так как остальные пункты дока-
зываются аналогично. Зафиксируем n ∈ N и рассмотрим последовательности
точек {(λ±m, tm) | m ∈ N}, для которых

p±m = pn
z , τ±m = τ ± 1

m
.

Тогда
λ+

m ̸= λ−m, lim
m→∞

λ+
m = lim

m→∞
λ−m = λ.

Более того,
(λ−m, t) = ε1(λ+

m, t), z+
m(t) = z−m(t) = 0.

Поэтому из леммы 4 следует, что

Exp(λ−m, t) = Exp(λ+
m, t), m ∈ N,

откуда получаем (λ, t) ∈ CMAX.

7.6. Оценка времени разреза. Определим функцию t1MAX : C → (0,+∞]:

λ ∈ C1 =⇒ t1MAX =
min(2p1

z, 4K)
σ

,

λ ∈ C2 =⇒ t1MAX =
2Kk
σ

,

λ ∈ C6 =⇒ t1MAX =
2π
|c|
,

λ ∈ C3 ∪ C4 ∪ C5 ∪ C7 =⇒ t1MAX = +∞.

Из теоремы 2 и леммы 5 получаем следующую глобальную верхнюю оценку
времени разреза вдоль экстремальных траекторий.

Теорема 3. Для любого λ ∈ C

tcut(λ) 6 t1MAX(λ). (7.11)
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Анализ глобальной структуры экспоненциального отображения показывает,
что оценка (7.11) неточна. Однако на ее основе возможно сведение субримано-
вой задачи на группе Энгеля к решению систем уравнений вида

qt(λ) = q1, t ∈ (0, t1MAX(λ)],

аналогично решению задачи Эйлера об эластиках (см. [25]). Благодаря этому
можно разработать компьютерную программу для приближенного вычисления
глобального решения субримановой задачи на группе Энгеля, а на ее основе –
программу для приближенного решения задачи управления общих нелинейных
систем в четырехмерном пространстве с двумерным управлением. Решение
этих задач будет содержанием последующей работы.

§ 8. Заключение

В настоящей работе рассмотрена нильпотентная субриманова задача на
группе Энгеля. Для этой задачи:

– вычислены экстремальные траектории;
– описаны симметрии экспоненциального отображения и соответствующие

точки Максвелла;
– получена глобальная верхняя оценка времени разреза вдоль экстремаль-

ных траекторий.
В дальнейшем планируется исследование оптимальности экстремальных

траекторий и написание программы для вычисления оптимальных траекторий
в субримановой задаче на группе Энгеля, а также применение результатов
к решению задачи управления для общих нелинейных систем в четырехмерном
пространстве с двумерным управлением на основе метода нильпотентной
аппроксимации.
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