
��� 517.977.1������������� ������������ ������ �� ��������� � ���������� �������������1�.�. �������®¤¥°¦ ¨¥1. �¢¥¤¥¨¥ 22. �¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ®¡¹¨¥ ±¢®©±²¢  ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬ 32.1. �±®¢»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 32.2. �°®±²¥©¸¨¥ ±¢®©±²¢  ®°¡¨² ¨ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ 52.3. � ²°¨·»¥ ±¨±²¥¬» 52.4. �®°¬ «¼ ¿ ¤®±²¨¦¨¬®±²¼ 72.5. �°®±²»¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ 82.6. �°¨¬¥· ¨¿ 113. �¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬», ¯®¤·¨¥»¥ ¤¥©±²¢¨¾ £°³¯¯ 113.1. �° §¨²¨¢»¥ ¤¥©±²¢¨¿, ®¤®°®¤»¥ ¯°®±²° ±²¢  ¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼113.2. �¨«¨¥©»¥ ±¨±²¥¬» 123.3. �´´¨»¥ ±¨±²¥¬» 143.4. �°¨¬¥· ¨¿ 164. �¨¥¢±ª®¥  ±»¹¥¨¥ 164.1. �°¨¬¥· ¨¿ 185. �¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬» 185.1. �°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ 185.2. �´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬» 195.3. �°¨¬¥· ¨¿ 196. �®¬¯ ª²»¥ £°³¯¯» �¨ 206.1. �±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ 206.2. �°¨¬¥°» 206.3. �¤®°®¤»¥ ¯°®±²° ±²¢  236.4. �°¨¬¥· ¨¿ 257. �®«³¯°¿¬»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ £°³¯¯ �¨ 257.1. K ª®¬¯ ª²  ¨ ¥ ¨¬¥¥² ¥³«¥¢»µ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ¢ V 267.2. K ª®¬¯ ª²  ¨ ¨¬¥¥² ¥³«¥¢»¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ¢ V 297.3. �®«³¯°¿¬®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  ¨ ¯°®¨§¢®«¼®©£°³¯¯» �¨ 317.4. �¤®°®¤»¥ ¯°®±²° ±²¢  327.5. �°¨¬¥· ¨¿ 348. �®«³¯°®±²»¥ £°³¯¯» �¨ 348.1. �±¯®¬®£ ²¥«¼»¥ ´ ª²» 348.2. �¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬» 378.3. �¥®¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬» ± ¢¥ª²®°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ 381) �  ¿ ° ¡®²   ¯¨±   ¯°¨ ¯®¤¤¥°¦ª¥ ����, ¯°®¥ª²» 98-01-01028 ¨ No. 97-1-1a/22.1



2 8.4. �¥®¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬» ±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ 388.5. �¯¥¶¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿ £°³¯¯  418.6. �« ±±¨·¥±ª¨¥ £°³¯¯» �¨ 468.7. �°¨¬¥· ¨¿ 489. �¨«¼¯®²¥²»¥ £°³¯¯» �¨ 489.1. �°®¨§¢®«¼»¥ ±¨±²¥¬» 489.2. �¡¥«¥¢» £°³¯¯» 509.3. � ª²®°±¨±²¥¬» 509.4. �´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬» 519.5. �°¨¬¥· ¨¿ 5310. �°®¨§¢¥¤¥¨¿ £°³¯¯ �¨ 5310.1. �°¨¬¥· ¨¿ 5311. �°³¯¯» �¨ ± ª®ª®¬¯ ª²»¬ ° ¤¨ª «®¬ 5411.1. �±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¨ ¬ ª±¨¬ «¼»¥ ¯®¤¯®«³£°³¯¯» 5411.2. �¥¤³ª²¨¢»¥ £°³¯¯» �¨ 5411.3. �°¨¬¥· ¨¿ 5512. �¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»¥ ±¨±²¥¬» 5512.1. �°¨¬¥· ¨¿ 5713. �¯®«¥ ° §°¥¸¨¬»¥ £°³¯¯» �¨ 5713.1. �°¨¬¥· ¨¿ 5814. �°³¯¯» �¨, ®²«¨·»¥ ®² ±¢®¨µ ¯°®¨§¢®¤»µ ¯®¤£°³¯¯ 6014.1. �¡®§ ·¥¨¿ ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 6014.2. �¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ 6214.3. �®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ 6414.4. �°¨¬¥· ¨¿ 6615. �¥² ¡¥«¥¢» £°³¯¯» �¨ 6715.1. �®«³¯°¿¬»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ 6815.2. �´´¨»¥ ±¨±²¥¬» 6915.3. �°¨¬¥· ¨¿ 6916. �¤®±¢¿§»¥ ° §°¥¸¨¬»¥ £°³¯¯» �¨ ¬ «®© ° §¬¥°®±²¨ 7016.1. �¤®¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨ 7116.2. �¢³¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨ 7116.3. �°¥µ¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨ 7116.4. �¥²»°¥µ¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨ 7216.5. �¿²¨¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨ 7316.6. �¥±²¨¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨ 7416.7. �°¨¬¥· ¨¿ 7717. � ª«¾·¨²¥«¼»¥ § ¬¥· ¨¿ 77�¨²¥° ²³°  791. �¢¥¤¥¨¥�  ¿ ° ¡®²   ¯¨±   ± ¶¥«¼¾ ¤ ²¼ ¯®«»© ®¡§®° °¥§³«¼² ²®¢ ¯® ³¯° ¢«¿-¥¬®±²¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬   £°³¯¯ µ �¨ ¨ ¨µ ®¤®°®¤»µ ¯°®±²° -±²¢ µ. �²®² ¢®¯°®± ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¬¥²®¬  ª²¨¢»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨© ¢ ¬ ²¥¬ ²¨-·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿ ¨ ²¥®°¨¨ ¯®«³£°³¯¯ �¨ ¢ ²¥·¥¨¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ 25 «¥².� ¡®²» ¢ ½²®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¢»§¢ » ¯®²°¥¡®±²¿¬¨ ¯°¨«®¦¥¨© ¢ ¬¥µ ¨ª¥



3¨ £¥®¬¥²°¨¨, ±¢¿§¿¬¨ ± ¤°³£¨¬¨ ¢ ¦»¬¨ ª« ±± ¬¨ ¥«¨¥©»µ ³¯° ¢«¿¥¬»µ±¨±²¥¬ (¡¨«¨¥©»¬¨ ¨  ´´¨»¬¨),   ² ª¦¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿¬¨ ¯® ®¡®¡¹¥¨¾²¥®°¨¨ �®´³±  �¨ ± £°³¯¯®¢®£® ±«³· ¿   ¯®«³£°³¯¯®¢®©.�²°³ª²³°  ° ¡®²» ¯®¤°®¡® ®²° ¦¥  ¢ ±®¤¥°¦ ¨¨. �¯°¥¤¥«¥¨¿, ¯®±² -®¢ª¨ § ¤ ·,   ² ª¦¥ ®¡¹¨¥ °¥§³«¼² ²» ¯® ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»¬ ±¨±²¥¬ ¬ ¯°¨-¢®¤¿²±¿ ¢ xx 2{4. xx 5{7 ¯®±¢¿¹¥» ³±«®¢¨¿¬ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ²°¥µ  ¨-¡®«¥¥ ¨§³·¥»µ ±«³· ¥¢: ®¤®°®¤»¬ ±¨±²¥¬ ¬, ª®¬¯ ª²»¬ £°³¯¯ ¬ �¨ ¨¯®«³¯°¿¬»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿¬. � ±«¥¤³¾¹¨µ ¯ ° £° ´ µ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±-²¨ ¯°¥¤±² ¢«¥» ±®£« ±® £°³¯¯®¢»¬ ±¢®©±²¢ ¬ ¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨©: ¯®-«³¯°®±²®© ±«³· © (x 8), ¨«¼¯®²¥²»© ±«³· © (x 9) ¨ ¥£® ®¡®¡¹¥¨¥ (x 10),° §°¥¸¨¬»© ±«³· © ¨ ¥£® ®¡®¡¹¥¨¿ (xx 11{16). � § ª«¾·¥¨¥, ¢ x 17 ¯¥°¥·¨±-«¿¾²±¿ ¥ª®²®°»¥ ° ¡®²», ¨¬¥¾¹¨¥ ®²®¸¥¨¥ ª ²¥¬¥ ¤ ®£® ®¡§®° .2. �¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ®¡¹¨¥ ±¢®©±²¢  ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬� ¤ ®© ° ¡®²¥ ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ G ¢¥¹¥±²¢¥³¾ £°³¯¯³ �¨,   ·¥°¥§L { ¥¥  «£¥¡°³ �¨, ².¥. ¬®¦¥±²¢® ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   G.2.1. �±®¢»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. �° ¢®¨¢ °¨ ²®© ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬®©�   £°³¯¯¥ �¨ G  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¬®¦¥±²¢® ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª-²®°»µ ¯®«¥©   G, ².¥. «¾¡®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢®� � L: (2.1)� ¦»© ¤«¿ ¯°¨«®¦¥¨© ª« ±± ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬ ®¡° §³¾² ±¨±²¥¬», ´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾:� = (A + mXi=1 uiBi j u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm) ; (2.2)£¤¥ A, B1, : : : , Bm | ¥ª®²®°»¥ ½«¥¬¥²» L. �±«¨ ¯°®±²° ±²¢® ³¯° ¢«¥¨©U ±®¢¯ ¤ ¥² ± Rm, ²® ±¨±²¥¬  (2.2) ¥±²¼  ´´¨®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L.� ¬¥· ¨¥. � ¤ ®© ° ¡®²¥ ¬» ¡³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»¥ ±¨±-²¥¬» ¢ ¢¨¤¥ (2.1) ¨«¨ (2.2), ².¥. ª ª  ¡®° ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© | ¯®«¨±¨±²¥¬³.�«¥¤³¿ ª« ±±¨·¥±ª®© ®² ¶¨¨,  ´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬» (2.2) § ¯¨±»-¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥_x = A(x) + mXi=1 uiBi(x); u = (u1; : : : ; um) 2 U; x 2 G; (2.3)± ª³±®·®-¯®±²®¿»¬¨ ³¯° ¢«¥¨¿¬¨ u1(�), : : : , um(�). �®«¨±¨±²¥¬  (2.1) § -¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ®² ¶¨¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ¢»¡®°  ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ¬®-¦¥±²¢  �.�° ¥ª²®°¨¥© ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬» �   G  §»¢ ¥²±¿ ¥¯°¥°»¢ ¿ª°¨¢ ¿ x(t) ¢ G, ®¯°¥¤¥«¥ ¿   ®²°¥§ª¥ [a; b] � R ¨ ² ª ¿, ·²® ±³¹¥±²¢³¾²° §¡¨¥¨¥ a = t0 < t1 < � � � < tk = b ¨ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ A1; : : : ; Ak ¢ � ² ª¨¥, ·²®®£° ¨·¥¨¥ x(t)   ª ¦¤»© ®²ª°»²»© ¨²¥°¢ « (ti�1; ti) ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬® ¨_x(t) = Ai(x(t)) ¯°¨ t 2 (ti�1; ti), i = 1; : : : ; k.�«¿ «¾¡®£® T � 0 ¨ «¾¡®£® x ¨§ G ¬®¦¥±²¢®¬ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ §  ¢°¥¬¿ T±¨±²¥¬» � ¨§ ²®·ª¨ x  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® A � (x; T ) ¢±¥µ ²®·¥ª, ¢ ª®²®°»¥±¨±²¥¬  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯¥°¥¢¥¤¥  ¨§ x ¢ ²®·®±²¨ §  T ¥¤¨¨¶ ¢°¥¬¥¨:A � (x; T ) = fx(T ) j x(�) ²° ¥ª²®°¨¿ �; x(0) = xg:



4�®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ §  ¢°¥¬¿ ¥ ¡®«¼¸¥ T � 0 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ªA � (x;� T ) = [0�t�T A � (x; t):�®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» � ¨§ ²®·ª¨ x 2 G| ½²® ¬®¦¥±²¢® A �(x)¢±¥µ ª®¥·»µ ²®·¥ª x(T ), T � 0, ¢±¥µ ²° ¥ª²®°¨© �,  ·¨ ¾¹¨µ±¿ ¢ ²®·ª¥ x:A � (x) = fx(T ) j x(�) ²° ¥ª²®°¨¿ �; x(0) = x; T � 0g = [T�0 A � (x; T ):�±«¨ ½²® ¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¨, ²® ¬» ®¡®§ · ¥¬ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬®-¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A � (x; T ) ¨ A �(x) ±®®²¢¥²±²¢¥® ·¥°¥§ A (x; T ) ¨ A (x).�¨±²¥¬  �  §»¢ ¥²±¿ ³¯° ¢«¿¥¬®©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯ °» ²®·¥ª x0 ¨ x1 ¨§ G²®·ª  x1 ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ x0 ¢¤®«¼ ²° ¥ª²®°¨¨ � §  ¥ª®²®°®¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥¢°¥¬¿: x1 2 A (x0 ) ¤«¿ «¾¡»µ x0; x1 2 G;¨«¨, ¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¥±« Ä (x) = G ¤«¿ «¾¡»µ x 2 G:�°³£®¥ ±¢®©±²¢®, ®·¥¢¨¤®, ¡®«¥¥ ±« ¡®¥, ·¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼, ² ª¦¥ ±³¹¥±²-¢¥® ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨. �¨±²¥¬  �  §»¢ ¥²±¿ ¤®±²¨-¦¨¬®© ¢ ²®·ª¥ x 2 G, ¥±«¨ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A (x) ¨¬¥¥² ¥¯³±²³¾¢³²°¥®±²¼ ¢ G.�°¡¨²  ±¨±²¥¬» � ·¥°¥§ ²®·ª³ x 2 G ®¡®§ · ¥²±¿ O�(x) ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿  «®£¨·® ¬®¦¥±²¢³ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A (x), ® ²¥°¬¨ «¼®¥ ¢°¥¬¿ T ¬®¦¥²¯°¨¨¬ ²¼ ª ª ¯®«®¦¨²¥«¼»¥, ² ª ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ § ·¥¨¿:O�(x) = fx(T ) j x(�) ²° ¥ª²®°¨¿ �; x(0) = x; T 2 Rg:�±«¨ ±¨±²¥¬  � § ¤  , ²® ¥¥ ®°¡¨²  ®¡®§ · ¥²±¿ O(x).� ¬¥· ¨¥. �¢¥°±¨¿ i : G! G; i(x) = x�1¨¤³¶¨°³¥² ¨§®¬®°´¨§¬ ¬¥¦¤³  «£¥¡°®© �¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ¯®«¥©   £°³¯¯¥ �¨ G ¨  «£¥¡°®© �¨ «¥¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   G.�®½²®¬³ ¢±¥ § ¤ ·¨ ¤«¿ «¥¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬, ¢ª«¾· ¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼,±¢®¤¿²±¿ ª ¨§³·¥¨¾ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬.�«¿ «¾¡®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  � � L ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ Lie(�)  «£¥¡°³ �¨,¯®°®¦¤¥³¾ �, ².¥.  ¨¬¥¼¸³¾ ¯®¤ «£¥¡°³ ¢ L, ±®¤¥°¦ ¹³¾ �.�±«¨ l | ¯®¤¬®¦¥±²¢® «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  V , ²® span(l) ¡³¤¥² ®¡®§ -· ²¼ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¢ V , ¯®°®¦¤¥®¥ l,   co(l) | ¯®«®¦¨²¥«¼»©¢»¯³ª«»© ª®³±, ¯®°®¦¤¥»© ¬®¦¥±²¢®¬ l.�®¯®«®£¨·¥±ª®¥ § ¬»ª ¨¥ ¨ ¢³²°¥®±²¼ ¬®¦¥±²¢  M ®¡®§ · ¾²±¿ ±®-®²¢¥²±²¢¥® ·¥°¥§ clM ¨ intM .�«¿ ²®¦¤¥±²¢¥®£® ®¯¥° ²®°  ¨ ¥¤¨¨·®© ¬ ²°¨¶» ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ®¡®§ -·¥¨¥ Id,   Eij ®¡®§ · ¥² ¬ ²°¨¶³ ± ¥¤¨¨·»¬ ij-¬ ½«¥¬¥²®¬ ¨ ³«¥¢»¬¨®±² «¼»¬¨ ½«¥¬¥² ¬¨. �° ±¯®¨°®¢  ¿ ¬ ²°¨¶  A ®¡®§ · ¥²±¿ AT.



52.2. �°®±²¥©¸¨¥ ±¢®©±²¢  ®°¡¨² ¨ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨. �³±²¼exp : L! G| ½ª±¯®¥¶¨ «¼®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§  «£¥¡°» �¨ L ¢ £°³¯¯³ �¨ G. �¾¡®¥¯° ¢®¨¢ °¨ ²®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ A 2 L ¯®«®. �° ¥ª²®°¨¿ A ·¥°¥§ ¥¤¨¨¶³e £°³¯¯» G ¨¬¥¥² ¢¨¤ exp(tA); t 2 R;  exp(tA)x; t 2 R¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ A ·¥°¥§ ²®·ª³ x 2 G.� ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢   ¡®°®¢ ¯° -¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©, ¨§¢¥±²»¥ ¨§ ²¥®°¨¨ £°³¯¯ �¨.�¥¬¬  2.1. �³±²¼ � � L | ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  ¨ x | ¯°®¨§¢®«¼- ¿ ²®·ª  £°³¯¯» G.(i) O(x) = fexp(tkAk) � � �exp(t1A1)x j Ai 2 �; ti 2 R; k 2 Ng.(ii) O(x) = O(e)x.(iii) O(e) ¿¢«¿¥²±¿ ±¢¿§®© ¯®¤£°³¯¯®© �¨ ¢ G ±  «£¥¡°®© �¨ Lie(�).(iv) O(x) ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼»¬ ¨²¥£° «¼»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ ¨¢®«¾²¨¢-®£® ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ Lie(�)   G, ±®¤¥°¦ ¹¨¬ ²®·ª³x.�¨¦¥±«¥¤³¾¹¨¥ ¢ ¦»¥ ±¢®©±²¢  ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ «¥£ª® ±«¥¤³¾²¨§ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®±²¨ � ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ A (x).�¥¬¬  2.2. �³±²¼ � � L | ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  ¨ x | ¯°®¨§¢®«¼- ¿ ²®·ª  £°³¯¯» G.(i) A (x) = fexp(tkAk) � � � exp(t1A1)x j Ai 2 �; ti � 0; k 2 Ng.(ii) A (x) = A (e)x.(iii) A (e) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¯®«³£°³¯¯®© £°³¯¯» G.(iv) A (x) ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©® ±¢¿§»¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ £°³¯¯» G.� ª ª ª ¢±¥ ±³¹¥±²¢¥»¥ ±¢®©±²¢  ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ (¢ª«¾· ¿ ³¯° ¢-«¿¥¬®±²¼, ±¬. ²¥®°¥¬» 2.6, 2.7) ¢»° ¦ ¾²±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨-¬®±²¨ ¨§ ¥¤¨¨¶» A (e), ²® ¬» ®£° ¨·¨¬±¿ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¨§³·¥¨¥¬ ½²®£®¬®¦¥±²¢  ¨ ®¡®§ ·¨¬ ¥£® A . � «®£¨·®, ¬» ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ®°¡¨²³ O(e)¯°®±²® ·¥°¥§ O.2.3. � ²°¨·»¥ ±¨±²¥¬». � ¦»© ª« ±± ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬,ª®²®°»© ¬®²¨¢¨°®¢ « ± ¬® ° §¢¨²¨¥ ²¥®°¨¨ ² ª¨µ ±¨±²¥¬, ®¡° §®¢  ¬ ²°¨·-»¬¨ ³¯° ¢«¿¥¬»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ M(n;R) ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ¬ ²°¨¶ ° §¬¥°  n�n. �¡¹ ¿ «¨¥© ¿ £°³¯¯  GL(n;R) ®¡° §®¢   ¢±¥¬¨ ¥¢»°®¦¤¥»¬¨ n� n{¬ ²°¨¶ ¬¨ GL(n;R) = fX 2M(n;R) j detX 6= 0g :�°³¯¯®¢®¥ ³¬®¦¥¨¥ ¢ GL(n;R) ¥±²¼ ®¡»·®¥ ¬ ²°¨·®¥ ³¬®¦¥¨¥,   ¢¥-¹¥±²¢¥ ¿   «¨²¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°    GL(n;R) § ¤ ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ®²®¦-¤¥±²¢«¥¨¿ M(n;R) ± Rn2.



6 �«£¥¡°®© �¨ £°³¯¯» GL(n;R) ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ±²¢® ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ n�n{¬ ²°¨¶ gl(n;R) = M(n;R)± ¬ ²°¨·»¬ ª®¬¬³² ²®°®¬[A;B] = AB � BA; A;B 2 gl(n;R);¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿.�³±²¼ G | «¨¥© ¿ £°³¯¯ , ².¥. § ¬ª³² ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¢ GL(n;R), ¨ ¯³±²¼L � gl(n;R) |  «£¥¡°  �¨ £°³¯¯» G.�«¿ «¾¡®© ¬ ²°¨¶» A 2 L ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®¥ ¢¥ª²®°®¥¯®«¥   G § ¤ ¥²±¿ ¬ ²°¨·»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬A(x) = Ax; x 2 G (2.4)(¬» ®²®¦¤¥±²¢«¿¥¬ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ± ¥£® § ·¥¨¥¬ ¢ ¥¤¨-¨¶¥ £°³¯¯»).�ª±¯®¥¶¨ «¼®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§ L ¢ G § ¤ ¥²±¿ ¬ ²°¨·®© ½ª±¯®¥²®©A 7! exp(A) = Id+A + 12!A2 + � � �+ 1n!An + � � � ; A 2 L:�° ¥ª²®°¨¿ A 2 L ·¥°¥§ ²®·ª³ x 2 G ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬ ²°¨·®©½ª±¯®¥²» ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ exp(tA)x; t 2 R: (2.5)�¬®¦¥¨¥ ±¯° ¢    ½«¥¬¥² g 2 Gx 7! xg; x 2 G®²®¡° ¦ ¥² ²° ¥ª²®°¨¾ (2.5) ¢ ²° ¥ª²®°¨¾, ¯®½²®¬³ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢¨¤  (2.4) §»¢ ¾²±¿ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»¬¨.�° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬    «¨¥©®© £°³¯¯¥ G ¥±²¼ ¯°®¨§-¢®«¼®¥ ¬®¦¥±²¢® ¬ ²°¨¶ � � L.�´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬    G¨¬¥¥² ¢¨¤ (2.2) ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ¬ ²°¨¶ A;B1; : : : ; Bm 2 L. � ª« ±±¨·¥±ª®©®² ¶¨¨ ² ª ¿ ±¨±²¥¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª ¬ ²°¨· ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬ _x = Ax+ mXi=1 uiBix; u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm; x 2 G: (2.6)�» ° ±±¬®²°¨¬ ¨¦¥ ¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢ «¨¥©»µ £°³¯¯ G ¨ ¨µ  «£¥¡°�¨ L. � ª ¦¤®¬ ¨§ ½²¨µ ±«³· ¥¢ G ¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ¯°®±²° ±²¢®±®±²®¿¨© ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬» � � L; ¤«¿  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾±¨±²¥¬» (±¬. (2.2) ¨«¨ (2.6)) ¬ ²°¨¶» A, B1, : : : , Bm ¬®£³² ¢»¡¨° ²¼±¿ ¯°®-¨§¢®«¼® ¢  «£¥¡°¥ �¨ L.�°¨¬¥° 2.1. �¡¹ ¿ «¨¥© ¿ £°³¯¯  GL(n;R) ¨¬¥¥²  «£¥¡°³ �¨ gl(n;R).�¥ ° §¬¥°®±²¼ ° ¢  n2. � ¬¥²¨¬, ·²® GL(n;R) ¥±¢¿§ : ®  ¨¬¥¥² ¤¢¥±¢¿§»¥ ª®¬¯®¥²».�°¨¬¥° 2.2. �®¬¯®¥²  ±¢¿§®±²¨ ¥¤¨¨¶» ¢ GL(n;R) ¥±²¼ £°³¯¯  ¢±¥µ¢¥¹¥±²¢¥»µ n� n{¬ ²°¨¶ ± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬GL+(n;R) = fX 2M(n;R) j detX > 0g :�«£¥¡°®© �¨ £°³¯¯» GL+(n;R) ¿¢«¿¥²±¿ gl(n;R).



7�°¨¬¥° 2.3. �¯¥¶¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿ £°³¯¯  ¥±²¼ £°³¯¯  ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥»µn� n{¬ ²°¨¶ ± ¥¤¨¨·»¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬SL(n;R) = fX 2M(n;R) j detX = 1g:�²® | ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ° §¬¥°®±²¨ (n2�1),   ¥¥  «£¥¡°  �¨ sl(n;R) ±®±²®¨²¨§ ¢±¥µ n� n{¬ ²°¨¶ ± ³«¥¢»¬ ±«¥¤®¬sl(n;R) = fA 2M(n;R) j trA = 0g:�°¨¬¥° 2.4. �¯¥¶¨ «¼ ¿ ®°²®£® «¼ ¿ £°³¯¯  ®¡° §®¢   ¢±¥¬¨ ¢¥¹¥±²-¢¥»¬¨ ®°²®£® «¼»¬¨ n� n{¬ ²°¨¶ ¬¨ ± ¥¤¨¨·»¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬:SO(n;R) = fX 2 M(n;R) j XT = X�1; detX = 1g:�²® | ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ° §¬¥°®±²¨ n(n � 1)=2,   ¥¥  «£¥¡°  �¨ so(n;R)±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ n� n{¬ ²°¨¶:so(n;R) = fA 2M(n;R) j AT = �Ag:2.4. �®°¬ «¼ ¿ ¤®±²¨¦¨¬®±²¼. �±«¨ ²®·ª  y ¨§ G ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ ¤°³-£®© ²®·ª¨ x ¨§ G, ²® ±³¹¥±²¢³¾² ½«¥¬¥²» A1; : : : ; Ak ¢ � ¨ t = (t1; : : : ; tk) 2 Rk± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ² ª¨¥, ·²®y = exp(tkAk) � � � exp(t1A1)x:�«¥¤³¾¹¥¥ ¡®«¥¥ ±¨«¼®¥ ±¢®©±²¢® ®ª §»¢ ¥²±¿ ±³¹¥±²¢¥»¬ ¯°¨ ¨§³·¥¨¨²®¯®«®£¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2.1. �®·ª  y £°³¯¯» G  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬®© ¨§²®·ª¨ x £°³¯¯» G ¢¤®«¼ ±¨±²¥¬» �, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ½«¥¬¥²» A1, : : : , Ak ¢� ¨ t̂ 2 Rk ± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨ t̂1, : : : , t̂k ² ª¨¥, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥F (t1; : : : ; tk) = exp(tkAk) � � �exp(t1A1)x ¨§ Rk ¢ G ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ :(i) F (̂t) = y.(ii) � £ ¤¨´´¥°¥¶¨ «  dF ¢ ²®·ª¥ t̂ ° ¢¥ ° §¬¥°®±²¨ G.� ½²®¬ ±«³· ¥ ²®·ª  y  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬®© ¨§ x ¢¤®«¼ ¯®«¥©A1, : : : , Ak.�¥®°¥¬  2.1. �±«¨ Lie(�) = L, ²® ¢ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨ O ¥¤¨¨¶» e 2G ±³¹¥±²¢³¾² ²®·ª¨, ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬»¥ ¨§ e ¢¤®«¼ �. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,¬®¦¥±²¢® int A \O ¥¯³±²®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ n = dimL = dimLie(�). �±«¨ n = 0, ²®³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» ®·¥¢¨¤®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® n > 0 ¨ § ´¨ª±¨°³¥¬®ª°¥±²®±²¼ O ¥¤¨¨¶» e.�³¹¥±²¢³¥² ¥³«¥¢®© ½«¥¬¥² A1 2 �. �°¨¢ ¿M1 = fexp(t1A1) j 0 < t1 < "1g¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ®¤®¬¥°»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬, ±®¤¥°¦ ¹¨¬±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨O ¯°¨ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ "1. �±«¨ n = 1, ²® «¾¡ ¿ ²®·ª  ¢M1 ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ e ¢¤®«¼ A1, ².ª. ®²®¡° ¦¥¨¥ F1(t1) = exp(t1A1)¨¬¥¥² ° £ 1 ¢ ¨²¥°¢ «¥ I1 = (0; "1).�±«¨ n > 1, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² A2 2 � ² ª®©, ·²® ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®¥¯®«¥ A2 ¥ ª ± ¥²±¿M1 ¨ ¢ ª ª®© ²®·ª¥ M1: ¥±«¨ ¡» ª ± ¨¥ ¨¬¥«® ¬¥±²® ¤«¿¢±¥µ A2 2 �, ²® dimLie(�) = 1, ¯°®²¨¢®°¥·¨¥. �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢®M2 = fexp(t2A2) exp(t1A1) j 0 < ti < "i; i = 1; 2g



8¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ¤¢³¬¥°»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬, «¥¦ ¹¨¬ ¢ O ¯°¨ ¤®±² ²®·®¬ «»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ "1, "2. �®«¥¥ ²®£®, ®²®¡° ¦¥¨¥F2(t1; t2) = exp(t2A2) exp(t1A1)¨¬¥¥² ° £ 2 ¢ ®¡« ±²¨ I2 = (0; "1) � (0; "2). �±«¨ n = 2, ²® ²¥®°¥¬  ¤®ª §  ,².ª. «¾¡ ¿ ²®·ª  M2 ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ e ¢¤®«¼ A1, A2.�±«¨ n > 2, ²® ¤®ª §»¢ ¥¬ ¯® ¨¤³ª¶¨¨. �«¿ «¾¡®© ° §¬¥°®±²¨ k < n ¨¥ª®²®°»µ ½«¥¬¥²®¢ A1; : : : ; Ak 2 � ¯®±²°®¨¬ k-¬¥°®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥Mk = fexp(tkAk) � � � exp(t1A1) j 0 < ti < "i; i = 1; : : : ; kg;±®¤¥°¦ ¹¥¥±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨O ¯°¨ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ "1; : : : ; "k,² ª ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ Fk(t1; : : : ; tk) = exp(tkAk) � � �exp(t1A1) ¨¬¥¥² ° £ k ¢ ®¡-« ±²¨ Ik = (0; "1)�� � �� (0; "k). �®£¤  «¾¡ ¿ ²®·ª  ¢ Mn ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬ ¨§ e ¢¤®«¼ A1; : : : ; An.�¡° § ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤  In ¯°¨ ®²®¡° ¦¥¨¨ Fn ¿¢«¿¥²±¿ ®²ª°»²»¬ ¬®¦¥±-²¢®¬, ±®¤¥°¦ ¹¨¬±¿ ¢ A ¨ O, ¯®½²®¬³ int A \O � Fn(In).�±«¨  «£¥¡°  �¨, ¯®°®¦¤¥ ¿ �, ¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ¢±¥©  «£¥¡°®© �¨ L, ²® �¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬    ®°¡¨²¥O. �®£« ±®(iv) «¥¬¬» 2.1,  «£¥¡°  �¨ Lie(�) ±®¢¯ ¤ ¥² ±  «£¥¡°®© �¨ £°³¯¯» �¨O, ¯®½²®¬³¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬» ¢»²¥ª ¾² ±«¥¤³¾¹¨¥ ®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ¬®¦¥±²¢®¬¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¨ ®°¡¨²®© O.�¥¬¬  2.3. (i) �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ®°¡¨²¥ O.(ii) �«¿ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨ O ¥¤¨¨¶» e ¢ ²®¯®«®£¨¨ ®°¡¨²» O ¯¥°¥±¥·¥¨¥intO A \O ¥¯³±²®.(iii) �®«¥¥ ²®£®, cl intO A � A .(�» ®¡®§ · ¥¬ ·¥°¥§ intO ¢³²°¥®±²¼ ¯®¤¬®¦¥±²¢  ®°¡¨²» O ¢ ²®¯®«®-£¨¨ O.)�®ª § ²¥«¼±²¢®. (i) ®·¥¢¨¤¥. (ii) ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 2.1: ² ª ª ª Lie(�)¿¢«¿¥²±¿  «£¥¡°®© �¨ £°³¯¯» O, ²® ¢ ½²®© ²¥®°¥¬¥ ¥®¡µ®¤¨¬® § ¬¥¨²¼ G  O. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¢ª«¾·¥¨¿ (iii) ¢®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ²®·ª³ x ¢ A ¨ ¢»¡¥°¥¬«¾¡³¾ ®ª°¥±²®±²¼ U ²®·ª¨ x ¢ O. �¥®¡µ®¤¨¬® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥intO A \U ¥¯³±²®. �³¹¥±²¢³¥² ®ª°¥±²®±²¼ O ²®·ª¨ e ¢ O ² ª ¿, ·²® Ox � U .�®£« ±® (ii), ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª  y ¢ intO A \O. �®£¤  yx 2 intO A \ U .2.5. �°®±²»¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.�¥®°¥¬  2.2. �¥®¡µ®¤¨¬»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²-®© ±¨±²¥¬» �   G ¿¢«¿¥²±¿ ±¢¿§®±²¼ £°³¯¯» �¨ G.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A «¨¥©® ±¢¿§®, ±¬. «¥¬-¬³ 2.2.� ¬¥· ¨¥. �¢¨¤³ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬», ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¢±¥ £°³¯¯» �¨¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ±¢¿§»¬¨, ¥±«¨ ¿¢® ¥ ®£®¢®°¥® ¯°®²¨¢®¥.� ¦¥©¸¥¥ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨, ¯°¨¢¥¤¥®¥ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬¯°¥¤«®¦¥¨¨, ®¡»·®  §»¢ ¥²±¿ ° £®¢»¬ ³±«®¢¨¥¬.�¥®°¥¬  2.3. �±«¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  �   G ³¯° ¢«¿¥¬ , ²® �¯®°®¦¤ ¥² L ª ª  «£¥¡°³ �¨: Lie(�) = L. �±«¨ Lie(�) = L, ²® ¬®¦¥±²¢®¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¨¬¥¥² ¥¯³±²³¾ ¢³²°¥®±²¼ ¢ £°³¯¯¥ G.



9�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ A = G, ²® ²¥¬ ¡®«¥¥ O = G. �®£« ±® «¥¬¬¥ 2.1,¨¬¥¥¬ Lie(�) = L.�±«¨ Lie(�) = L, ²® ¨§ ²¥®°¥¬» 2.1 ±«¥¤³¥² int A 6= ;.�®®¡¹¥ £®¢®°¿, ° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ¥¤®±² ²®·® ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨, ® ½ª¢¨-¢ «¥²® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨.�¥®°¥¬  2.4. �° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  �   G ¤®±²¨¦¨¬  ¢ ¥¤¨¨¶¥ (¨²®£¤  ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ ¨§ G) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  Lie(�) = L.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �±«¨ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¨¬¥¥²¥¯³±²³¾ ¢³²°¥®±²¼ ¢ G, ²® ½²® ¢¥°® ¨ ¤«¿ ®°¡¨²» O. �®£« ±® «¥¬¬¥ 2.1,¯®«³· ¥¬ Lie(�) = L.�®±² ²®·®±²¼. �±«¨ Lie(�) = L, ²® int A ¥¯³±²  ¯® ²¥®°¥¬¥ 2.1.�±«¨ ¤«¿ ±¨±²¥¬» � � L ¢»¯®«¥® ° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ Lie(�) = L, ²® £®¢®°¿²,·²® � | ±¨±²¥¬  ¯®«®£® ° £ .�¥®°¥¬  2.5. �° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  �   ±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G ³¯° ¢-«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ :(i) ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤£°³¯¯®© ¢ G ¨(ii) Lie(�) = L.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. (i) ®·¥¢¨¤¥,   (ii) ±«¥¤³¥² ¨§ ° £®¢®£®³±«®¢¨¿.�®±² ²®·®±²¼. �±«¨ A ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤£°³¯¯®©, ²® ¤«¿ «¾¡®© ½ª±¯®¥²»exp(tA), A 2 �, t � 0, ¥¥ ®¡° ²»© ½«¥¬¥² exp(�tA) ² ª¦¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢A . �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ±®¢¯ ¤ ¥² ± ®°¡¨²®© O. �® ² ª ª ª �¨¬¥¥² ¯®«»© ° £, ²® ¥¥ ®°¡¨²  ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ¢±¥© £°³¯¯®© G (±¬. «¥¬¬³ 2.1,(iv)). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, A = G.�¥®°¥¬  2.6. �° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    ±¢¿§®© £°³¯¯¥�¨ G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ³¯° ¢«¿¥¬  ¨§ ¥¤¨¨¶», ².¥. A = G.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¬. «¥¬¬³ 2.2, (ii).�±«¨ � | ±¨±²¥¬  ¯®«®£® ° £ , ²® ¥¥ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¨¬¥¥²¥¯³±²³¾ ¢³²°¥®±²¼ ¢ G. �®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥¤¨¨·»© ½«¥¬¥² e ¬®¦¥²«¥¦ ²¼   £° ¨¶¥ A .�¥®°¥¬  2.7. �° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    ±¢¿§®© £°³¯-¯¥ �¨ G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¥¤¨¨¶  e ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¢³²°¥®±²¨¬®¦¥±²¢  A .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ®·¥¢¨¤ ,   ¤®±² ²®·®±²¼ ±«¥¤³¥² ¨§ ²®-£®, ·²® ¢ ±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G «¾¡ ¿ ®ª°¥±²®±²¼ ¥¤¨¨¶» e ¯®°®¦¤ ¥² G ª ª¯®«³£°³¯¯³.�¨¦¥±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¨¬¥¥² ´³¤ ¬¥² «¼®¥ § ·¥¨¥,².ª. ®® ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬ ¯®«®£® ° £ ¬®¦® § ¬¥¿²¼ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¥£® § ¬»ª ¨¥¬ cl A .�¥®°¥¬  2.8. �±«¨ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¯«®²® ¢ ±¢¿§®© £°³¯¯¥�¨ G ¨ Lie(�) = L, ²® � ³¯° ¢«¿¥¬    G.



10 �®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨�� = f�A j A 2 �g;¥¥ ²° ¥ª²®°¨¿¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ²° ¥ª²®°¨¨ �, ¯°®µ®¤¨¬»¥ ¢ ®¡° ²®¬  ¯° ¢«¥¨¨.�®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» �� ¨¬¥¥² ¢¨¤A �� = fexp(�tkAk) � � � exp(�t1A1) j Ai 2 �; ti � 0; k 2 Ng= A �1 : (2.7)� ª ª ª ±¨±²¥¬  �� ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £: Lie(��) = Lie(�) = L, ²® ¥¥ ¬®¦¥±²-¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨¬¥¥² ¥¯³±²³¾ ¢³²°¥®±²¼ ¨ ¯®²®¬³ ±®¤¥°¦¨² ®²ª°»²®¥¬®¦¥±²¢® O1.� ¤°³£®© ±²®°®», ² ª ª ª � ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª  x ¢G, ¨¬¥¾¹ ¿ ®ª°¥±²®±²¼ O(x), ±®¤¥°¦ ¹³¾±¿ ¢ A .� ¬»ª ¨¥ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨§ x ¢±¾¤³ ¯«®²®: cl A (x) = cl(A �x) =G, ¯®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª  y 2 A (x) \ O1. �¬¥¥¬ y 2 A � x, ¯®½²®¬³ yx�1 2A . �°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ¢ª«¾·¥¨¥ O(x) � A ¨ ¯®«³£°³¯¯®¢®¥ ±¢®©±²¢®¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A , ¯®«³· ¥¬, ·²® ®ª°¥±²®±²¼ O(y) = yx�1 � O(x)²®·ª¨ y ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ A . �® y 2 O1 � A �1 , ¯®½²®¬³ y�1 2 A , ¨ ®ª°¥±²®±²¼¥¤¨¨¶» O(e) = y�1 �O(y) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ A . �®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 2.7, A = G.�¥®°¥¬  2.9. �° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    ±¢¿§®© £°³¯¯¥�¨ G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¥¤¨¨¶  e ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ e ¢¤®«¼¥ª®²®°»µ ½«¥¬¥²®¢ A1; : : : ; Ak ¢ �.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �® ²¥®°¥¬¥ 2.1 ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª  x 2 G,®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬ ¿ ¢¤®«¼ ¥ª®²®°»µ ¯®«¥© A1; : : : ; Ak 2 � ¨§ e. � ª ª ª �³¯° ¢«¿¥¬ , ²® ±¨±²¥¬  ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨ �� ² ª¦¥ ³¯° ¢«¿¥¬ , ¯®½²®¬³e = exp(tlAl) � � � exp(tk+1Ak+1)x¤«¿ ¥ª®²®°»µ Ak+1; : : : ; Al 2 � ¨ ¥ª®²®°»µ tk+1; : : : ; tl > 0. �®£¤  e ®°¬ «¼-® ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ e ¢¤®«¼ ¯®«¥© A1; : : : ; Al.�®±² ²®·®±²¼ ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 2.7, ².ª. ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬ ¿ ²®·ª ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¢³²°¥®±²¨ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨.�§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® °¥§³«¼² ²  «¥£ª® ±«¥¤³¥², ·²® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¯° ¢®¨¢ °¨- ²»µ ±¨±²¥¬ ±®µ° ¿¥²±¿ ¯°¨ ¬ «»µ ¢®§¬³¹¥¨¿µ. �®·¥¥, ¯³±²¼ �(�; �) |¥ª®²®°®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¢  «£¥¡°¥ �¨ L ¨ d(�; �) | ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ µ ³±¤®°´®¢®° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬¨ L:d(�1;�2) = max� supA12�1 infA22�2 �(A1; A2); supA22�2 infA12�1 �(A1; A2)� :�¥®°¥¬  2.10. �±«¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L ³¯° ¢«¿¥¬ , ²®±³¹¥±²¢³¥² " > 0 ² ª®¥, ·²® «¾¡ ¿ ±¨±²¥¬  �0 � L ³¯° ¢«¿¥¬  ¯°¨ ³±«®¢¨¨d(�;�0) < ".�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ � ³¯° ¢«¿¥¬ , ²® ¥¤¨¨¶  e ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬ ¨§ e ¢¤®«¼ ¥ª®²®°»µ A1; : : : ; Ak 2 �. �«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «®£® " > 0 «¾¡ ¿±¨±²¥¬  �0, ¤«¿ ª®²®°®© d(�;�0) < ", ±®¤¥°¦¨² ½«¥¬¥²» A01; : : : ; A0k ² ª¨¥, ·²®�(Ai; A0i) < ", i = 1; : : : ; k. �®£¤  e ®°¬ «¼® ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ e ¢¤®«¼ A01; : : : ; A0k.



112.6. �°¨¬¥· ¨¿. �¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬», ¯°®±²° ±²¢®¬ ±®±²®¿¨¿ ª®²®-°»µ ¿¢«¿¾²±¿ £°³¯¯» �¨, ¨§³· ¾²±¿ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿ ± · «  70-»µ £®¤®¢.�.�. �°®ª¥²² [48] ° ±±¬ ²°¨¢ « ¯°¨ª« ¤»¥ § ¤ ·¨, ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ³¯° ¢«¿¥-¬»¬ ±¨±²¥¬ ¬   ¬ ²°¨·»µ £°³¯¯ µ ¨ ¨µ ®¤®°®¤»µ ¯°®±²° ±²¢ µ;  ¯°¨-¬¥°, ¢ ¬®¤¥«¨ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¿ ¯®±²®¿®£® ²®ª  ¨ § ¤ ·¥ ³¯° ¢«¥¨¿ ¢° ¹¥¨-¥¬ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¢®§¨ª ¾² § ¤ ·¨ ³¯° ¢«¥¨¿   £°³¯¯¥ ¢° ¹¥¨© ²°¥µ¬¥°-®£® ¯°®±²° ±²¢  SO(3;R) ¨   SO(3;R)� R3 ±®®²¢¥²±²¢¥®. � ª¨¥ § ¤ ·¨¥±²¥±²¢¥® ¯°¨¢®¤¿² ª ¬ ²°¨·»¬ ³¯° ¢«¿¥¬»¬ ±¨±²¥¬ ¬ ¢¨¤ _x(t) = Ax(t) + mXi=1 ui(t)Bix(t); ui(t) 2 R; (2.8)£¤¥ x(t) ¨ A, B1; : : : ; Bm | n� n{¬ ²°¨¶».�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¨§³·¥¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬   £°³¯¯ µ�¨ ¡»«®  · ²® �. �¦ °¤¦¥¢¨·¥¬ ¨ �.�¦. �³±±¬ ®¬ [99]. �¨ ®²¬¥²¨«¨, ·²®¯¥°¥µ®¤ ®² ¬ ²°¨·®© ±¨±²¥¬» (2.8) ª ¡®«¥¥ ®¡¹¥© ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬¥_x(t) = A(x(t)) + mXi=1 ui(t)Bi(x(t)); x(t) 2 G; u(t) 2 R;£¤¥ A, B1; : : : ; Bm | ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿   £°³¯¯¥ �¨ G, \¨-ª®¨¬ ±³¹¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¥ ¢«¨¿¥²   ¯°¨°®¤³ § ¤ ·¨". �°®±²¥©¸¨¥ ±¢®©-±²¢  ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨ ®°¡¨² ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬ ¡»«¨ ³±² -®¢«¥» ¢ ° ¡®²¥ [99].�®¿²¨¥ ®°¬ «¼®© ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¡»«® ¢¢¥¤¥® ¨ ¨±±«¥¤®¢ ® (¤«¿ ¯°®¨§-¢®«¼»µ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬) �. �¦. �³±±¬ ®¬ [151].3. �¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬», ¯®¤·¨¥»¥ ¤¥©±²¢¨¾ £°³¯¯3.1. �° §¨²¨¢»¥ ¤¥©±²¢¨¿, ®¤®°®¤»¥ ¯°®±²° ±²¢  ¨ ³¯° ¢-«¿¥¬®±²¼.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.1. �°³¯¯  �¨ G ¤¥©±²¢³¥²     «¨²¨·¥±ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨M , ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥²   «¨²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ � : G �M ! M , ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾¹¥¥ ±¢®©±²¢ ¬:(1) �(g2g1; x) = �(g2; �(g1; x)) ¤«¿ ¢±¥µ g1; g2 ¨§ G ¨ ¢±¥µ x ¨§ M , ¨(2) �(e; x) = x ¤«¿ ¢±¥µ x ¨§ M .�«¿ «¾¡®£® g 2 G ° ±±¬®²°¨¬   «¨²¨·¥±ª¨© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ �g : M !M ,ª®²®°»© ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª �g(x) = �(g; x) (¤¨´´¥®¬®°´¨§¬, ®¡° ²»© ª �g ,° ¢¥ �g�1 ). �²®¡° ¦¥¨¥ g 7! �g  §»¢ ¥²±¿ ¤¥©±²¢¨¥¬ £°³¯¯» G   M . �¥©-±²¢¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ £®¬®¬®°´¨§¬®¬ ¨§ £°³¯¯» G ¢ £°³¯¯³   «¨²¨·¥±ª¨µ ¤¨´´¥®-¬®°´¨§¬®¢ ¬®£®®¡° §¨¿ M . �«¿ «¾¡®£® ½«¥¬¥²  A 2 L, �exp tA ¥±²¼ ®¤®¯ -° ¬¥²°¨·¥±ª ¿ £°³¯¯  ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢ ¬®£®®¡° §¨¿M ± £¥¥° ²®°®¬ ��(A)|   «¨²¨·¥±ª¨¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬   M :��(A)(x) = ddt ����t=0 �exp tA(x); x 2M; A 2 L:� ª¨¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ��(A), A 2 L,  §»¢ ¾²±¿ ¯®¤·¨¥»¬¨ ¤¥©±²¢¨¾ �£°³¯¯» G. �¨ ®¡° §³¾² ª®¥·®¬¥°³¾  «£¥¡°³ �¨��(L) = f��(A) j A 2 Lg



12̄®«»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   M .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.2. �¨±²¥¬  ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© F   M  §»¢ ¥²±¿ ¯®¤·¨¥-®© ¤¥©±²¢¨¾ �, ¥±«¨ F ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ��(L). �±«¨ F = ��(�) ¤«¿ ¥ª®²®°®©¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬» � � L, ²® F  §»¢ ¥²±¿ ¨¤³¶¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬®©�. �°³¯¯  �¨ G ¤¥©±²¢³¥² ²° §¨²¨¢®   M , ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® x 2M ®°¡¨² f�g(x) j g 2 Gg ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ¢±¥¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ M . �®£®®¡° §¨¥, ¤®¯³±ª ¾-¹¥¥ ²° §¨²¨¢®¥ ¤¥©±²¢¨¥ £°³¯¯» �¨,  §»¢ ¥²±¿ ®¤®°®¤»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬½²®© £°³¯¯» �¨. �¤®°®¤»¥ ¯°®±²° ±²¢  | ½²® ¢ ²®·®±²¨ ´ ª²®°¬®£®®¡-° §¨¿ £°³¯¯ �¨. �±«¨ � | ²° §¨²¨¢®¥ ¤¥©±²¢¨¥ G   M , ²® ° ±±¬®²°¨¬£°³¯¯³ ¨§®²°®¯¨¨ H ¢ ¥ª®²®°®© ´¨ª±¨°®¢ ®© ²®·ª¥ x 2M :H = fg 2 G j �g(x) = xg:H ¿¢«¿¥²±¿ § ¬ª³²®© ¯®¤£°³¯¯®© ¢ G, ¨ ¬®£®®¡° §¨¥M ¤¨´´¥®¬®°´® ¯°®-±²° ±²¢³ «¥¢»µ ±¬¥¦»µ ª« ±±®¢ G=H, ¯°¨·¥¬ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ G=H ! M§ ¤ ¥²±¿ ª ª gH 7! �g(x).�±«¨ ¤   ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  �   £°³¯¯¥ �¨ G, ¤¥©±²¢³¾¹¥© ²° -§¨²¨¢®   ¬®£®®¡° §¨¨M , ²® ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ±¨±²¥¬³   M , ¨¤³¶¨°®¢ -³¾ ±¨±²¥¬®© �. �«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤ ¥² ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨, ±¢¿-§ ®¥ ± ½²®© ª®±²°³ª¶¨¥©.�¥®°¥¬  3.1. �³±²¼ � | ¤¥©±²¢¨¥ ±¢¿§®© £°³¯¯» �¨   ¬®£®®¡° §¨¨ M ,� � L | ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬    G ¨ F = ��(�) | ¨¤³¶¨°®¢  ¿±¨±²¥¬    M .(i) �«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x ¨§ M ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» F ¨§ ²®·ª¨x ¨¬¥¥² ¢¨¤ A F (x) = �A� (x) = f�g(x) j g 2 A �g:(ii) �³±²¼ ¤¥©±²¢¨¥ � ²° §¨²¨¢®. �±«¨ � ³¯° ¢«¿¥¬    G, ²® F ³¯° ¢«¿-¥¬    M .(iii) F ³¯° ¢«¿¥¬    M ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¯®«³£°³¯¯  A � ¤¥©±²¢³¥²²° §¨²¨¢®   M .�®ª § ²¥«¼±²¢®. (i) �«¿ «¾¡®© ²° ¥ª²®°¨¨ g(t) ±¨±²¥¬» � ¨ «¾¡®© ²®·ª¨x ¬®£®®¡° §¨¿M ª°¨¢ ¿ �g(t)(x) ¿¢«¿¥²±¿ ²° ¥ª²®°¨¥© ±¨±²¥¬» F ; ¡®«¥¥ ²®£®,«¾¡ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ F ¯®«³· ¥²±¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬.(ii) �±«¨ A � = G, ²® A F (x) =M , ².ª. ®°¡¨²  ¤¥©±²¢¨¿ � ±®¢¯ ¤ ¥² ± M .(iii) �®±² ²®·®±²¼ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ª ª ¢ (ii). � ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¯®«³· ¥²±¿ ¨§®¯¨± ¨¿ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A F (x) ¢ (i).� ¦»¥ ¯°¨«®¦¥¨¿ ²¥®°¥¬» 3.1 ®²®±¿²±¿ ª ±«³· ¾ «¨¥©®£® ¤¥©±²¢¨¿«¨¥©»µ £°³¯¯ G � GL(n;R)   «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ Rn. �®£¤  ¨¤³¶¨-°®¢ »¥ ±¨±²¥¬» ¿¢«¿¾²±¿ ¡¨«¨¥©»¬¨ ¨«¨, ¡®«¥¥ ®¡¹®,  ´´¨»¬¨ ±¨±²¥-¬ ¬¨.3.2. �¨«¨¥©»¥ ±¨±²¥¬».



133.2.1. �¤³¶¨°®¢ »¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¨ ±¨±²¥¬». �«¿ «¨¥©®£® ¤¥©±²¢¨¿£°³¯¯» GL(n;R)   «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ Rn�g(x) = gx; g 2 GL(n;R); x 2 Rn;¨¤³¶¨°®¢ »¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ «¨¥©»:��(A)(x) = Ax; A 2 gl(n;R); x 2 Rn:�»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»¬ ®¡° §®¬ ½«¥¬¥²» A;B1; : : : ; Bm 2 gl(n;R) ¨ ¬®-¦¥±²¢® ³¯° ¢«¥¨¿ U � Rm ¨ ° ±±¬®²°¨¬  ´´¨³¾ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ¯° ¢®¨-¢ °¨ ²³¾ ±¨±²¥¬³   GL(n;R):� = (A+ mXi=1 uiBi j u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm) :�®£¤  ¨¤³¶¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬  ¿¢«¿¥²±¿  ¡®°®¬ «¨¥©»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©  Rn: F = (A+ mXi=1 uiBi j u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm) :�¥°¥µ®¤¿ ®² ¯®«¨±¨±²¥¬ ª ³¯° ¢«¿¥¬»¬ ±¨±²¥¬ ¬ ¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ®² ¶¨¨, ¯®-«³· ¥¬ ¡¨«¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³:_x = Ax+ mXi=1 uiBix; u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm; x 2 Rn:3.2.2. �¨«¨¥©»¥ ±¨±²¥¬»   Rn n f0g. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤¥©±²¢¨¥ ±¢¿§-®© «¨¥©®© £°³¯¯» G � GL(n;R) ²° §¨²¨¢®   «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ±¢»ª®«®²»¬  · «®¬ ª®®°¤¨ ²M = Rnnf0g. �¨¯¨·»¥ ¯°¨¬¥°» | ½²® £°³¯-¯» GL+(n;R) ¨ SL(n;R). �³±²¼ L |  «£¥¡°  �¨ £°³¯¯» G. � ¯°¥¤»¤³¹¨µ¯°¨¬¥° µ  «£¥¡°» �¨ ° ¢» ±®®²¢¥²±²¢¥® gl(n;R) ¨ sl(n;R).�«¿ ½²®£® ±«³· ¿ ¨§ ²¥®°¥¬» 3.1 ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤±²¢¨¥.�«¥¤±²¢¨¥ 3.1. �±«¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬ � = (A + mXi=1 uiBi j u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm) � L³¯° ¢«¿¥¬    «¨¥©®© £°³¯¯¥ G, ª®²®° ¿ ¤¥©±²¢³¥² ²° §¨²¨¢®   Rnnf0g,²® ¡¨«¨¥© ¿ ±¨±²¥¬ _x = Ax+ mXi=1 uiBix; u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm; x 2 Rn n f0g³¯° ¢«¿¥¬    Rn n f0g.3.2.3. �¨«¨¥©»¥ ±¨±²¥¬»   Sn�1. �¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤  ±¢¿§- ¿ «¨¥© ¿ £°³¯¯  ²° §¨²¨¢® ¤¥©±²¢³¥²   ¥¤¨¨·®© ±´¥°¥Sn�1 = fx 2 Rn j kxk = 1g; ¯°¨¬¥°, £°³¯¯³ SO(n;R) ¢° ¹¥¨© n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ . �³±²¼ L |  «-£¥¡°  �¨ £°³¯¯» G. � ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥  «£¥¡°  �¨ so(n;R) ±®±²®¨² ¨§ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ n� n{¬ ²°¨¶.�®£¤  ²¥®°¥¬  3.1 ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.



14 �«¥¤±²¢¨¥ 3.2. �±«¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬ � = (A + mXi=1 uiBi j u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm) � L³¯° ¢«¿¥¬    «¨¥©®© £°³¯¯¥ G, ª®²®° ¿ ¤¥©±²¢³¥² ²° §¨²¨¢®   Sn�1,²® ¡¨«¨¥© ¿ ±¨±²¥¬ _x = Ax+ mXi=1 uiBix; u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm; x 2 Sn�1³¯° ¢«¿¥¬    ±´¥°¥ Sn�1.3.3. �´´¨»¥ ±¨±²¥¬».3.3.1. �¤³¶¨°®¢ »¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¨ ±¨±²¥¬». �¡®§ ·¨¬ £°³¯¯³ ¢±¥µ®¡° ²¨¬»µ  ´´¨»µ ®²®¡° ¦¥¨© n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  ·¥°¥§ A�(n;R).�  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³¯°¿¬»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ £°³¯¯» ²° ±«¿¶¨© n-¬¥°®£® ¯°®-±²° ±²¢  ¨ ®¡¹¥© «¨¥©®© £°³¯¯»:A�(n;R) = Rnn GL(n;R):�²  £°³¯¯  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ª ª ¯®¤£°³¯¯  £°³¯¯» GL(n + 1;R), ±®-±²®¿¹ ¿ ¨§ ¬ ²°¨¶ ¢¨¤ X = � X x0 1 � ; X 2 GL(n;R); x 2 Rn:�ª« ¤»¢ ¿ Rn ¢ Rn+1 ¢ ª ·¥±²¢¥ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨Rn� fvn+1 = 1g = f(v1; : : : ; vn; 1)T 2 Rn+1 j (v1; : : : ; vn)T 2 Rng;¯®«³· ¥¬  ´´¨®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢ Rn, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ½«¥¬¥²®¬ X 2 A�(n;R):� v1 � 7! � X x0 1 �� v1 � = � Xv + x1 � :�® ¥±²¼ £°³¯¯  A�(n;R) ¤¥©±²¢³¥²   Rn ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:�X (v) = Xv + x; X 2 A�(n;R); v 2 Rn:�«£¥¡°  �¨ aff(n;R)  ´´¨®© £°³¯¯» ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¬ ²°¨¶ ¬¨A = � A a0 0 � ; A 2 gl(n;R); a 2 Rn:�¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¢ A�(n;R), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ½«¥¬¥²³ A 2aff(n;R), ¨¬¥¥² ¢¨¤ exp t� A a0 0 � = � etA etA�IdA a0 1 � ;£¤¥ etA � IdA = t Id+ t22!A+ � � �+ tnn!An�1 + � � � :�®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¯®²®ª ¢ Rn ¨¬¥¥² ¢¨¤�exp(tA)(v) = etAv + etA � IdA a;



15¯®½²®¬³ ¨¤³¶¨°®¢ ®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ¿¢«¿¥²±¿  ´´¨»¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬  Rn: ��(A)(v) = Av + a; v 2 Rn:�³±²¼ ²¥¯¥°¼ G | ±¢¿§ ¿ «¨¥© ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¢ A�(n;R), ¤¥©±²¢³¾¹ ¿²° §¨²¨¢®   Rn,  ¯°¨¬¥°, £°³¯¯  ®¡° ²¨¬»µ  ´´¨»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ , ±®µ° ¿¾¹¨µ ®°¨¥² ¶¨¾A�+(n;R) = Rnn GL+(n;R) = �� X x0 1 � j X 2 GL+(n;R); x 2 Rn� ;¨«¨ £°³¯¯  ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¤¢¨¦¥¨© n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ E(n;R) = Rnn SO(n;R) = �� X x0 1 � j X 2 SO(n;R); x 2 Rn� :�³±²¼ L|  «£¥¡°  �¨ £°³¯¯» G; ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¯°¨¬¥° µ ¨¬¥¥¬ ±®®²¢¥²±²¢¥-®  «£¥¡°» �¨aff(n;R) = Rnh gl(n;R) = �� A a0 0 � j A 2 gl(n;R); a 2 Rn� ;¨ e(n;R) = Rnh so(n;R) = �� A a0 0 � j A 2 so(n;R); a 2 Rn� :�´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬    £°³¯¯¥ �¨ G� = (A+ mXi=1 uiBi j u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm) � L; (3.1)£¤¥ A = � A a0 0 � ; Bi = � Bi bi0 0 � ; i = 1; : : : ;m;¨¤³¶¨°³¥² ±«¥¤³¾¹³¾  ´´¨³¾ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³:_x = Ax+ a+ mXi=1 ui(Bix+ bi); u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm; x 2 Rn: (3.2)�²¬¥²¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ · ±²»¥ ±«³· ¨  ´´¨»µ ±¨±²¥¬: ¡¨«¨¥©»¥ ±¨±²¥¬»,° ±±¬®²°¥»¥ ¢ ¯¯. 3.2.2 ¨ 3.2.3 (a = b1 = � � � = bm = 0), ¨ ª« ±±¨·¥±ª¨¥«¨¥©»¥ ±¨±²¥¬»_x = Ax+ mXi=1 uibi; u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm; x 2 Rn;ª®²®°»¥ ¯®«³· ¾²±¿ ¯°¨ a = 0, B1 = � � � = Bm = 0.�§ ²¥®°¥¬» 3.1 ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.�«¥¤±²¢¨¥ 3.3. �³±²¼ G | ±¢¿§ ¿ «¨¥© ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¢ A�(n;R), ª®²®-° ¿ ¤¥©±²¢³¥² ²° §¨²¨¢®   Rn. �±«¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  (3:1)³¯° ¢«¿¥¬    G, ²® ¨¤³¶¨°®¢  ¿  ´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  (3:2) ³¯° ¢«¿¥¬   Rn.



16 3.4. �°¨¬¥· ¨¿. �±±«¥¤®¢ ¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬   ®¤®°®¤»µ ¯°®-±²° ±²¢ µ, ¯®¤·¨¥»µ ¤¥©±²¢¨¾ £°³¯¯ (¢ · ±²®±²¨, ¡¨«¨¥©»µ ¨  ´´¨-»µ ±¨±²¥¬») ¡»«® ®¤®© ¨§ ¢ ¦¥©¸¨µ § ¤ ·, ¢»§¢ ¢¸¨µ ¨§³·¥¨¥ ¯° ¢®¨¢ -°¨ ²»µ ±¨±²¥¬. �¥§³«¼² ²» ½²®£® ° §¤¥«  ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¢ ®±®¢®¬ �. �. �°®-ª¥²²³ [48]. �¥°¬¨®«®£¨¿ ¨ ¢¥±¼ ¯®¤µ®¤ ¢ ¶¥«®¬ ¡»«¨ ¯°¥¤«®¦¥» �. �¦ °¤-¦¥¢¨·¥¬ ¨ �. �³¯ª®© [96].�. �³²¡¨ ¨ �.�. �¨«¼±® [41, 43]  ¸«¨ ¯®«»© ±¯¨±®ª «¨¥©»µ £°³¯¯,¤¥©±²¢³¾¹¨µ ²° §¨²¨¢®   Rn n f0g. �®«¥¥ ²®£®, ¨¬¨ ¯°¥¤«®¦¥  «£®°¨²¬,¨±¯®«¼§³¾¹¨© «¨¸¼ ° ¶¨® «¼»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ± ¬ ²°¨¶ ¬¨, ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ²®£®,·²® £°³¯¯  �¨, ¯®°®¦¤¥ ¿ ¤ »¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨, ¯°¨ ¤«¥¦¨² ½²®¬³ ±¯¨±ª³.�±¥ £°³¯¯» �¨, ²° §¨²¨¢® ¤¥©±²¢³¾¹¨¥   ±´¥° µ, ² ª¦¥ ¯¥°¥·¨±«¥»,±¬. ° ¡®²» �. � ¬¥«¼±®  [144], ±²°. 26, �. �®°¥«¿ [44, 45], �. �®²£®¬¥°¨ ¨�. � ¬¥«¼±®  [129]. 4. �¨¥¢±ª®¥  ±»¹¥¨¥�´´¥ª²¨¢»¬ ±¯®±®¡®¬ ¤«¿ ¯®«³·¥¨¿ (¤®±² ²®·»µ) ³±«®¢¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±-²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ²¥µ¨ª  ° ±¸¨°¥¨¿, ®±®¢  ¿   ¢»·¨±«¥¨¨ ª ± ²¥«¼®£® ª®-³±  ª® ¬®¦¥±²¢³ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ¢ ¥¤¨¨¶¥.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.1. �° ¢®¨¢ °¨ ²»¥ ±¨±²¥¬» �1;�2 � L  §»¢ ¾²±¿ ½ª-¢¨¢ «¥²»¬¨ ¤°³£ ¤°³£³, ¥±«¨ cl(A �1 ) = cl(A �2 ).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4.2. �³±²¼ � � L | ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬ . �¨¥¢±ª®¥ ±»¹¥¨¥ ±¨±²¥¬» �, ®¡®§ · ¥¬®¥ LS(�), ¥±²¼  ¨¡®«¼¸¥¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢®  «-£¥¡°» �¨ Lie(�), ½ª¢¨¢ «¥²®¥ �.�±«¨ ±¨±²¥¬» �1 ¨ �2 ½ª¢¨¢ «¥²» ±¨±²¥¬¥ �, ²® ¨µ ®¡º¥¤¨¥¨¥, ®·¥¢¨¤®,² ª¦¥ ½ª¢¨¢ «¥²® �. �®½²®¬³ «¨¥¢±ª®¥  ±»¹¥¨¥ ±¨±²¥¬» � ¢±¥£¤  ±³¹¥±²-¢³¥²: ½²® ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¢±¥µ ±¨±²¥¬ ¢ Lie(�), ½ª¢¨¢ «¥²»µ �. � ¨¡®«¼¸ ¿¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬ , ½ª¢¨¢ «¥² ¿ �, ¨¬¥¥² ¢¨¤ fA 2 L j exp(tA) 2cl(A � ) 8t � 0g, ¯®½²®¬³ «¨¥¢±ª®¥  ±»¹¥¨¥ ¬®¦® ®¯¨± ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -§®¬.�¥®°¥¬  4.1. �«¿ «¾¡®© ±¨±²¥¬» � � LLS(�) = Lie(�) \ fA 2 L j exp(tA) 2 cl(A � ) 8t � 0g:�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ E(�) ¬®¦¥±²¢® fA 2 LS(�) j �A 2 LS(�)g. �²® |  ¨-¡®«¼¸¥¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L, ±®¤¥°¦ ¹¥¥±¿ ¢ LS(�).�±®¢»¥ ±¢®©±²¢  «¨¥¢±ª®£®  ±»¹¥¨¿ ±®¡° » ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ³²¢¥°¦¤¥-¨¨.�¥®°¥¬  4.2. (0) LS �LS = LS,(1) LS(�) | § ¬ª³²»© ¢»¯³ª«»© ¯®«®¦¨²¥«¼»© ª®³± ¢ L, ².¥.(1a) LS(�) ²®¯®«®£¨·¥±ª¨ § ¬ª³²®:cl(LS(�)) = LS(�);(1b) LS(�) ¢»¯³ª«®:A;B 2 LS(�) ) �A+ (1� �)B 2 LS(�) 8 � 2 [0; 1];(1c) LS(�) | ¯®«®¦¨²¥«¼»© ª®³±:A 2 LS(�) ) �A 2 LS(�) 8 � � 0:



17�®½²®¬³ A;B 2 LS(�) ) �A+ �B 2 LS(�) 8 �; � � 0:(2) �«¿ ¢±¥µ A 2 E(�) ¨ ¢±¥µ t 2 R,et adA LS(�) � LS(�):�® ¥±²¼,�A;B 2 LS(�) ) etadAB = B+ (t adA)B + (t adA)22! B + : : : 2 LS(�) 8 t 2 R:(3) E(�) | ¯®¤ «£¥¡°  L. � · ±²®±²¨,�A;�B 2 LS(�) ) �[A;B] 2 LS(�):(4) �±«¨ A 2 LS(�) ¨ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¯®¤£°³¯¯  fexp(tA) j t 2 Rg ¯¥°¨-®¤¨· , ²® RA� LS(�).�®ª § ²¥«¼±²¢®. (0) ®·¥¢¨¤® ¢ ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ «¨¥¢±ª®£®  ±»¹¥¨¿ ¨²¥®°¥¬» 4.1.(1) ±«¥¤³¥² ¨§ ¨§¢¥±²»µ ±¢®©±²¢ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨: A cl (�) � cl(A � ),A co(�) � cl(A � ), ¨ AR+� = A � .�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±¢®©±²¢  (2) ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® �A;B 2 LS(�). �®£¤ exp(set adAB) = exp(sAdexp(tA)B) = exp(tA) exp(sB) exp(�tA) 2 cl(A � )¤«¿ ¢±¥µ s � 0, t 2 R, ¯®½²®¬³ etadAB 2 LS(�) ¤«¿ ¢±¥µ t 2 R.�¥¯¥°¼ ±¢®©±²¢® (3) «¥£ª® ¤®ª §»¢ ¥²±¿: ¥±«¨ �A;�B 2 LS(�), ²® ¨¬¥¥¬�et adAB;�B 2 LS(�), ¯®½²®¬³�[A;B] = � limt!0 etadAB �Bt 2 LS(�):(4) ±«¥¤³¥² ¨§ ¶¥¯®·ª¨fexp(tA) j t � 0g = fexp(tA) j t 2 Rg � A � ;±¯° ¢¥¤«¨¢®© ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ A 2 LS(�), ¨¬¥¾¹¨µ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª³¾ ®¤®¯ -° ¬¥²°¨·¥±ª³¾ £°³¯¯³.�«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¤ ¥² ®¡¹¨© ª°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ²¥°¬¨ µ «¨¥¢-±ª®£®  ±»¹¥¨¿.�¥®°¥¬  4.3. �° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L ³¯° ¢«¿¥¬    ±¢¿§®©£°³¯¯¥ �¨ G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  LS(�) = L.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ «¨¥¢±ª®£®  ±»-¹¥¨¿.�®±² ²®·®±²¼. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® LS(�) = L. �¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ G ¯®°®¦-¤ ¥²±¿ ª ª ¯®«³£°³¯¯  ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¯®«³£°³¯¯ ¬¨ fexp(tA) j A 2L; t � 0g, ¯®½²®¬³ cl(A ) = G. �±«¨ ¢¤®¡ ¢®ª ¢»¯®«¿¥²±¿ ° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥Lie(�) = L, ²® ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬  ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» 2.8.�¡»·® ²°³¤® ¯®±²°®¨²¼ «¨¥¢±ª®¥  ±»¹¥¨¥ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬»¿¢®. �®½²®¬³ ²¥®°¥¬  4.3 ¯°¨¬¥¿¥²±¿ ª ª ¤®±² ²®·®¥ ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±-²¨ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ±«¥¤³¾¹¥© ¯°®¶¥¤³°». � ·¨ ¿ ± ±¨±²¥¬» �, ±²°®¨²±¿ ¢¯®«¥³¯®°¿¤®·¥®¥ ° ±¸¨°¿¾¹¥¥±¿ ±¥¬¥©±²¢® ° ±¸¨°¥¨© f��g ±¨±²¥¬» �, ².¥.�0 = �; �� � �� ¯°¨ � < �:



18�° ¢¨«  ° ±¸¨°¥¨¿ ®±®¢ »   ²¥®°¥¬¥ 4.2:(1) �® ¤ ®© ±¨±²¥¬¥ �� ±²°®¨²±¿ �� = cl(co(��)).(2) �°¨ �A;B 2 �� ±²°®¨²±¿ �� = �� [ eRadAB.(3) �°¨ �A;�B 2 �� ±²°®¨²±¿ �� = �� [R[A;B].(4) �«¿A 2 �� ± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© £°³¯¯®© ±²°®¨²±¿ �� =�� [RA.�¥®°¥¬  4.2 £ ° ²¨°³¥², ·²® ¢±¥ ° ±¸¨°¥¨¿ �� ¯°¨ ¤«¥¦ ² LS(�). �±«¨  ¥ª®²®°®¬ ¸ £¥ � ¯®«³· ¥²±¿ ° ¢¥±²¢® �� = L ²® LS(�) = L, ¨ ±¨±²¥¬  �³¯° ¢«¿¥¬ .4.1. �°¨¬¥· ¨¿. �¤¥¿ ° ±±¬®²°¥¨¿ § ¬»ª ¨¿ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±-²¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¨¢ °¨ ²  ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬ ¯°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¢®-¯°®±®¢ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢®±µ®¤¨² ª �. �¦ °¤¦¥¢¨·³ ¨ �.�¦. �³±±¬ ³ [99].�®¿²¨¥ «¨¥¢±ª®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¨ ²¥µ¨ª  ° ±¸¨°¥¨¿ ¡»«¨ ° §¢¨²» �. �¦ °¤-¦¥¢¨·¥¬ ¨ �. �³¯ª®© [96, 97].�¥®°¨¿ ¯®«³£°³¯¯ �¨ ¨§³· ¥² ®¡¹¨¥ ¯®¤¯®«³£°³¯¯» £°³¯¯ �¨, ¥ ®¡¿§ ²¥«¼-® ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ª ª ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬. �«¿ ½²®£®±«³· ¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ®¡®¡¹¥¨¥ ²¥®°¥¬» 4.2.�®¤¬®¦¥±²¢® W  «£¥¡°» �¨ L  §»¢ ¥²±¿ ª«¨®¬, ¥±«¨ W | § ¬ª³²»©¯®«®¦¨²¥«¼»© ¢»¯³ª«»© ª®³± ¢ L. �° ¼¾ ª«¨  W , ®¡®§ · ¥¬®© H(W ), §»¢ ¥²±¿  ¨¡®«¼¸¥¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L, ±®¤¥°¦ ¹¥¥±¿ ¢ W :H(W ) = W \�W:�«¨ W  §»¢ ¥²±¿ «¨¥¢±ª¨¬ ª«¨®¬, ¥±«¨eadAW � W ¤«¿ ¢±¥µ A 2 H(W ):�«¿ § ¬ª³²®© ¯®¤¯®«³£°³¯¯» S £°³¯¯» �¨ G, ±®¤¥°¦ ¹¥© ¥¤¨¨¶³ e, ¥¥ ª -± ²¥«¼»© ª®³± L(S) = fA 2 L j exp(tA) 2 S 8t � 0g¿¢«¿¥²±¿ «¨¥¢±ª¨¬ ª«¨®¬.�±®¢»¥ °¥§³«¼² ²» ²¥®°¨¨ ¯®«³£°³¯¯ �¨ ¨§«®¦¥» ¢ ª¨£ µ �.�. �®´-¬   ¨ �¦.�. �®³±®  [82], �¦. �¨«¼£¥°²  ¨ �.-�. �¨¡  [75], �¦. �¨«¼£¥°² ,�. �. �®´¬  , ¨ �¦.�. �®³±®  [74].5. �¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬»5.1. �°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨. �¨±²¥¬  � � L  §»¢ ¥²±¿ ®¤®°®¤®©,¥±«¨ ¢¬¥±²¥ ±® ¢±¿ª¨¬ ½«¥¬¥²®¬ X ½²  ±¨±²¥¬  ±®¤¥°¦¨² ² ª¦¥ ¯°®²¨¢®¯®-«®¦»© ¯® § ª³ ½«¥¬¥² �X, ².¥. � = ��:�¥®°¥¬  5.1. �³±²¼ � | ®¤®°®¤ ¿ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬    G.�®£¤  ¥¥ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤£°³¯¯®© £°³¯¯» G ¨ ±®¢¯ -¤ ¥² ± ®°¡¨²®© O.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¬. «¥¬¬» 2.1 ¨ 2.2.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°®¢¥°ª  ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ®¤®°®¤®© ±¨±²¥¬» � ±¢®¤¨²±¿ª ¯°®¢¥°ª¥  «£¥¡° ¨·¥±ª®£® ³±«®¢¨¿ ±®¢¯ ¤¥¨¿ ±¢¿§»µ £°³¯¯ �¨ O ¨ G.�¥®°¥¬  5.2. �¤®°®¤ ¿ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L ³¯° ¢«¿¥¬   ±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  Lie(�) = L.



19�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®£« ±® «¥¬¬¥ 2.1, £°³¯¯  �¨O ¨¬¥¥²  «£¥¡°³ �¨ Lie(�).�¥¯¥°¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 5.1.5.2. �´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬». �´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾±¨±²¥¬  � = (A + mXi=1 uiBi j u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm)®¤®°®¤ , ¥±«¨ ¢¥ª²®° ±®±  A ° ¢¥ ³«¾,   ¬®¦¥±²¢® ³¯° ¢«¥¨¿ U ±¨¬¬¥²-°¨·® ®²®±¨²¥«¼®  · «  ª®®°¤¨ ²: U = �U . � ½²®¬ ±«³· ¥ ²¥®°¥¬» 5.1,5.2 ¯°¨®¡°¥² ¾² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤.�¥®°¥¬  5.3. �³±²¼ ¬®¦¥±²¢® ³¯° ¢«¥¨¿ U � Rm ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®-¢¨¾ U = �U . � ±±¬®²°¨¬ ®¤®°®¤³¾  ´´¨³¾ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬³� = ( mXi=1 uiBi j u = (u1; : : : ; um) 2 U � Rm) � L  £°³¯¯¥ �¨ G. �®£¤ :(i) �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ±®¢¯ ¤ ¥² ± ®°¡¨²®© O, ².¥. ±¢¿§®© ¯®¤-£°³¯¯®© �¨ £°³¯¯» G ±  «£¥¡°®© �¨(ii) �±«¨ U = Rm, ²® «¾¡ ¿ ²®·ª  A ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ ¥¤¨¨¶» e §  «¾¡®¥ ¢°¥¬¿:A (e; T ) = A = O ¤«¿ ¢±¥µ T > 0:(iii) �±«¨ G ±¢¿§  ¨ U = Rm, ²® ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤  Lie(B1; : : : ; Bm) = L.�®ª § ²¥«¼±²¢®. (i) ¨ (iii) ±«¥¤³¾² ±®®²¢¥²±²¢¥® ¨§ ²¥®°¥¬ 5.1 ¨ 5.2.�²®¡» ¤®ª § ²¼ (ii), ¢»¡¥°¥¬ «¾¡®¥ T > 0. �³±²¼ ¥ª®²®° ¿ ²®·ª  x ¢ G¤®±²¨¦¨¬  ¨§ e §  ¥ª®²®°®¥ ¢°¥¬¿ T1 > 0:x = exp(tkXk) � � � exp(t1X1); kXi=1 ti = T1;£¤¥ t1; : : : ; tk > 0 ¨ X1; : : : ; Xk 2 �. � ª ª ª ¬®¦¥±²¢® ³¯° ¢«¥¨¿ U = Rm¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ±¥¡¿ ¯°¨ £®¬®²¥²¨¿µ ®²®±¨²¥«¼®  · «  ª®®°¤¨ ², ²® ¢¥ª²®°»¥¯®«¿ Yi = �Xi, i = 1; : : : ; k, ¯°¨ ¤«¥¦ ² � ¤«¿ � = T1=T > 0. �®½²®¬³ x¤®±²¨¦¨¬® ¨§ e §  ¢°¥¬¿ T :x = exp(skYk) � � �exp(s1Y1); kXi=1 si = T;£¤¥ si = ti=�, i = 1; : : : ; k.5.3. �°¨¬¥· ¨¿. �°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ®¤®°®¤»µ ¬ ²°¨·»µ±¨±²¥¬ ¡»« ¯®«³·¥ �. �. �°®ª¥²²®¬ [48]. � ½²®© ¦¥ ° ¡®²¥ ª°¨²¥°¨© ¡»« ª®-ª°¥²¨§¨°®¢  ¤«¿ £°³¯¯ ¬ ²°¨¶ ± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬ GL+(n;R),³¨¬®¤³«¿°»µ ¬ ²°¨¶ SL(n;R), ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª¨µ ¬ ²°¨¶ Sp(n;R) ¨ ®°²®£®- «¼»µ ³¨¬®¤³«¿°»µ ¬ ²°¨¶ SO(n;R).�¡¹¨¥ °¥§³«¼² ²» ¯® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ®¤®°®¤»µ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±-²¥¬  ¯®«³·¥» �. �¦ °¤¦¥¢¨·¥¬ ¨ �.�¦. �³±±¬ ®¬ [99].



20 6. �®¬¯ ª²»¥ £°³¯¯» �¨� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ £°³¯¯» �¨, ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ª®¬¯ ª²»¬¨²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬¨ ¯°®±²° ±²¢ ¬¨.6.1. �±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.�¥®°¥¬  6.1. �° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L ³¯° ¢«¿¥¬    ª®¬¯ ª²-®© ±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  Lie(�) = L.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ «¾¡®£® ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ A 2 L  ª®¬¯ ª²®© £°³¯¯¥ �¨ G ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ¯®«³²° ¥ª²®°¨¨³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¢ª«¾·¥¨¾clfexp(�tA) j t � 0g � clfexp(tA) j t � 0g:�®½²®¬³ «¾¡ ¿ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  �   G ½ª¢¨¢ «¥²  ®¤®°®¤®©±¨±²¥¬¥ � [ ��. �® ¤«¿ ®¤®°®¤»µ ±¨±²¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ½ª¢¨¢ «¥²  ° -£®¢®¬³ ³±«®¢¨¾, ±¬. ²¥®°¥¬³ 5.2.�¥®°¥¬  6.2. �³±²¼ G | ª®¬¯ ª² ¿ ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ¨ ¯³±²¼ ¯° ¢®¨-¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L ³¯° ¢«¿¥¬    G. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ T > 0,·²® ¤«¿ «¾¡»µ g0; g1 2 G ±³¹¥±²¢³¥² ³¯° ¢«¥¨¥, ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ g0 ¢ g1 §  ¢°¥¬¿¥ ¡®«¼¸¥ T .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³²°¥®±²¨ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A (e;� t), t � 0®¡° §³¾² ®²ª°»²®¥ ¯®ª°»²¨¥ £°³¯¯» G. � ±¨«³ ª®¬¯ ª²®±²¨ G, ±³¹¥±²¢³¥²¢°¥¬¿ T1 > 0 ² ª®¥, ·²® int A (e;� T1) = G:�® ¥±²¼ ¥¤¨¨·»© ½«¥¬¥² e ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯¥°¥¢¥¤¥ ¢ «¾¡®© ¤°³£®© ½«¥¬¥²g1 2 G §  ¢°¥¬¿ ¥ ¡®«¼¸¥ T1. �°¨¬¥¿¿   «®£¨·®¥ ° ±±³¦¤¥¨¥ ª ±¨±²¥¬¥��, ¯®«³· ¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² T2 > 0 ² ª®¥, ·²® «¾¡®© ½«¥¬¥² g0 2 G ¬®¦¥²¡»²¼ ¯¥°¥¢¥¤¥ ¢ e §  ¢°¥¬¿ ¥ ¡®«¼¸¥ T2. �®£¤  g0 ¨ g1 ¬®£³² ¡»²¼ ±®¥¤¨¥»²° ¥ª²®°¨¥© � §  ¢°¥¬¿ ¥ ¡®«¼¸¥ T = T1 + T2.6.2. �°¨¬¥°».6.2.1. �¯¥¶¨ «¼ ¿ ®°²®£® «¼ ¿ £°³¯¯  ¢ ° §¬¥°®±²¨ 3. � ±±¬®²°¨¬ £°³¯-¯³ G = SO(3;R) ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ®°²®£® «¼»µ 3 � 3{¬ ²°¨¶ ± ¯®«®¦¨-²¥«¼»¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬. �°³¯¯  �¨ G ª®¬¯ ª²  ¨ ±¢¿§ . �¥  «£¥¡°  �¨L = so(3;R) ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ 3� 3{¬ ²°¨¶.�®§¼¬¥¬ «¾¡»¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¬ ²°¨¶» A1; A2 2 so(3;R) ¨ ° ±±¬®²-°¨¬ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²³¾ ±¨±²¥¬³ � = fA1; A2g. � ¬¥²¨¬, ·²® ¬ ²°¨¶» A1,A2, [A1; A2] ¯®°®¦¤ ¾² ª ª «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¢±¾  «£¥¡°³ �¨ so(3;R). �®²¥®°¥¬¥ 6.1 ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬ , ²® ¥±²¼ «¾¡®¥ ¢° ¹¥¨¥ ¢ SO(3;R) ¬®¦¥²¡»²¼ § ¯¨± ® ª ª ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ½ª±¯®¥²exp(tkAik) � � � exp(t1Ai1); tj � 0; ij 2 f1; 2g; k 2 N: (6.1)�®«¥¥ ²®£®, ¯® ²¥®°¥¬¥ 6.2 ±³¹¥±²¢³¥² T > 0, ¤ ¾¹¥¥ ³¨¢¥°± «¼³¾ ®¶¥ª³±¢¥°µ³ Pkj=1 tj � T ¤«¿ ° §«®¦¥¨¿ (6.1) «¾¡®£® ¢° ¹¥¨¿ ¢ SO(3;R).�´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  ±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢-«¥¨¥¬ _X = (A1 + uA2)X; u 2 U � R; X 2 SO(3;R) (6.2)



21² ª¦¥ ³¯° ¢«¿¥¬  (¤«¿ «¾¡®£® ¬®¦¥±²¢  ¯° ¢«¥¨¿ U , ±®¤¥°¦ ¹¥£® ¡®«¥¥ ®¤-®£® ½«¥¬¥² ). �®«¥¥ ²®£®, ±³¹¥±²¢³¥² T > 0 ² ª®¥, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ¬ ²°¨¶ P;Q 2 SO(3;R) ±³¹¥±²¢³¥² ª³±®·®-¯®±²®¿®¥ ³¯° ¢«¥¨¥, ¯¥°¥¢®-¤¿¹¥¥ P ¢ Q §  ¢°¥¬¿ ¥ ¡®«¼¸¥ T . � ¬¥²¨¬, ·²®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¬®¦¥²¥ ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «»µ ·¨±¥« T ± ³ª § »¬ ±¢®©±²¢®¬, ¤ -¦¥ ¯°¨ ¥®£° ¨·¥®¬ ³¯° ¢«¥¨¨, ².¥. ¯°¨ U = R. �®§¼¬¥¬,  ¯°¨¬¥°,A1 = E12� E21, A2 = E13�E31. � ¯¨¸¥¬ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (6.2) ±  · «¼»¬³±«®¢¨¥¬ X(0) = Id ¢ ¢¨¤¥ X = (xij)i;j=1;2;3. �®£¤  ¨¬¥¥¬_x12 = x22 + ux32;_x32 = �ux12:�¬®¦ ¿ ¯¥°¢®¥ ³° ¢¥¨¥   x12,   ¢²®°®¥   x32 ¨ ±ª« ¤»¢ ¿, ¯®«³· ¥¬12 ddt (x212 + x232) = x22x12:� ª ª ª x212 + x232 ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼ ¯°¨ t = 0, ²® ¨¬¥¥¬(x212 + x232)(t) = 2 Z t0 x22(� )x12(� ) d�:�® x22(� ) ¨ x12(� ) ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥² ¬¨ ®°²®£® «¼®© ¬ ²°¨¶»X(� ), ¯®½²®¬³®¨ ®£° ¨·¥» ¯® ¬®¤³«¾ ·¨±«®¬ 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,(x212 + x232)(t) � 2t:�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¬ ²°¨¶  (aij), ¤«¿ ª®²®°®© a212+ a232 = 1, ¥ ¤®±²¨¦¨¬  ¨§¥¤¨¨·®© ¬ ²°¨¶» §  ¢°¥¬¿ ¬¥¼¸¥ 12 .6.2.2. �¯¥¶¨ «¼ ¿ ®°²®£® «¼ ¿ £°³¯¯  ¢ ° §¬¥°®±²¨ n. �°¨¢¥¤¥»¥¢»¸¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ®¡®¡¹ ¾²±¿   ±«³· © £°³¯¯» G = SO(n;R) ¢° ¹¥¨© n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ . � ½²®¬ ±«³· ¥  «£¥¡°  �¨ L = so(n;R) £°³¯¯» G ±®±²®¨²¨§ ¢±¥µ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ n� n{¬ ²°¨¶.�®§¼¬¥¬ ¬ ²°¨¶» A1 =Pn�2i=1 (Ei;i+1 � Ei+1;i) ¨ A2 = En�1;n � En;n�1. �¥£-ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® Lie(A1; A2) = so(n;R). �®½²®¬³, µ®²¿ £°³¯¯  SO(n;R) ¨¬¥¥²° §¬¥°®±²¼ 12n(n � 1), ±¨±²¥¬  ± ®¤¨¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬_X = (A1 + uA2)X; X 2 SO(n;R); u 2 U � R;³¯° ¢«¿¥¬  (¥±«¨ ¬®¦¥±²¢® ³¯° ¢«¥¨¿ U ±®¤¥°¦¨², ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥, ¤¢¥° §«¨·»¥ ²®·ª¨).�®«¥¥ ²®£®, ª ª ¨ ° ¼¸¥, ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥°µ¿¿ £° ¨¶  ¢°¥¬¥¨, ²°¥¡³¾¹¥-£®±¿ ¤«¿ ¤®±²¨¦¥¨¿ ®¤®© ²®·ª¨ ¢ SO(n;R) ¨§ ¤°³£®©.� ¬¥²¨¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® ¯ ° (A1; A2) ² ª¨µ, ·²® Lie(A1; A2) = L, ®²ª°»²®¨ ¢±¾¤³ ¯«®²® ¢ L � L (½²® ¢¥°® ¤«¿ «¾¡®© ¯®«³¯°®±²®©  «£¥¡°» �¨ L, ±¬.²¥®°¥¬³ 8.1 ¨¦¥). �®½²®¬³ ¬ ²°¨¶» A1, A2 ¬®¦® § ¬¥¨²¼ \¯®·²¨ «¾¡®©"¯ °®© ¢ L � L.6.2.3. �¥¯¥°» �¥°°¥-�°¥¥. �³±²¼ x(t) ®¡®§ · ¥² «¾¡³¾ ª°¨¢³¾ ¢ ¥¢ª«¨¤®-¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥Rn, ¯°®¨§¢®¤»¥ ª®²®°®© dkx(t)=dtk, k = 1; : : : ; n, ¯®°®¦¤ ¾²n-¬¥°®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ª°¨¢®©. �¥¯¥° �¥°°¥-�°¥¥¢¤®«¼ ª°¨¢®© x ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ®°²®®°¬ «¼®© ¬ ²°¨¶¥© R(t) ¢ SO(n;R), ±¢¿§»-¢ ¾¹¥© ½²®² °¥¯¥° ±® ±² ¤ °²»¬ ®°²®®°¬¨°®¢ »¬°¥¯¥°®¬ e1; e2; : : : ; en ¢



22Rn ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¬³ ³° ¢¥¨¾ ¢ SO(n;R):dRdt = R(t)0BBBBBBB@ 0 �k1(t) 0 � � � 0k1(t) 0 �k2(t) ...0 k2(t) 0 .. . 0... . . . . . . �kn�1(t)0 � � � 0 kn�1(t) 0 1CCCCCCCA ; (6.3)£¤¥ k1(t), : : : , kn�1(t)  §»¢ ¾²±¿ ´³ª¶¨¿¬¨ ª°¨¢¨§», ±¢¿§ »¬¨ ± ª°¨¢®©x. (�«¿ ª°¨¢»µ ¢ R3, k2  §»¢ ¥²±¿ ª°³·¥¨¥¬ x.) � ¬¥²¨¬, ·²® ª°¨¢¨§»k1, : : : , kn�2 ¯®«®¦¨²¥«¼», ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¯®±«¥¤¿¿ ª°¨¢¨§  kn�1 ¬®¦¥²¨¬¥²¼ «¾¡®© § ª. �°¨¢ ¿ x = 0B@ x1...xn 1CA¨ ¬ ²°¨¶  ¢° ¹¥¨¿ R(t) ¬®£³² ¡»²¼ ®¡º¥¤¨¥» ¢ ¢¨¤¥ ª°¨¢®©g(t) = � 1 0x(t) R(t) �¢ £°³¯¯¥ E(n;R) ¤¢¨¦¥¨© n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ , °¥ «¨§®¢ ®© ª ª § ¬ª-³² ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¢ GL(n + 1;R) ¢±¥µ ¬ ²°¨¶ ¢¨¤ � 1 0x R � ; x 2 Rn; R 2 SO(n;R):� ª ª ª ¯¥°¢»© ¢¥ª²®° ¢ °¥¯¥°¥ �¥°°¥-�°¥¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª ± ²¥«¼»¬ ¢¥ª²®°®¬dx=dt, ²® ¨¬¥¥¬ dx=dt = R(t)e1, £¤¥ e1 = (1; 0; : : : ; 0)T. �¬¥±²¥ ± ±¨±²¥¬®© (6.3)¤«¿ ¬ ²°¨¶» ®°¨¥² ¶¨¨ R(t) ½²® ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹³¾  ´´¨³¾ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾«¥¢®¨¢ °¨ ²³¾ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¢ E(n;R):dgdt = g(t)0BBBBBBBBB@ 0 0 0 0 � � � 01 0 �k1(t) 0 � � � 00 k1(t) 0 �k2(t) ...0 0 k2(t) 0 .. . 0... ... . . . . . . �kn�1(t)0 0 � � � 0 kn�1(t) 0 1CCCCCCCCCA ; (6.4)£¤¥ k1, : : : , kn�1 ¨£° ¾² °®«¼ ³¯° ¢«¥¨©.� ±±¬®²°¨¬ ª° ©¨© ±«³· ©, ª®£¤  ¢±¥ ª°¨¢¨§», ª°®¬¥ ®¤®©, ¯®±²®¿».�®£¤  ³° ¢¥¨¥ (6.3) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬»dRdt = R(t)(A + uB); R 2 SO(n;R); u � 0; (6.5)



23£¤¥ u(t) = ki(t) | ¥¯®±²®¿ ¿ ª°¨¢¨§  (¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® 1 � i � n� 2;¢ ±«³· ¥ i = n� 1 ³¯° ¢«¥¨¥ ¡³¤¥² ¥®£° ¨·¥»¬: u 2 R), ¨A = � A1 00 A2 � ; (6.6)A1 = 0BBBBBBB@ 0 �k1 0 � � � 0k1 0 �k2 ...0 k2 0 .. . 0... . . . . . . �ki�10 � � � 0 ki�1 0 1CCCCCCCA ; (6.7)A2 = 0BBBBBBB@ 0 �ki+1 0 � � � 0ki+1 0 �ki+2 ...0 ki+2 0 .. . 0... . . . . . . �kn�10 � � � 0 kn�1 0 1CCCCCCCA ; (6.8)¨ B = 0BBBBBBBB@ 0 � � � � � � 0... . . . ...0 �11 0... . . . ...0 � � � � � � 0 1CCCCCCCCA = Ei+1;i � Ei;i+1: (6.9)�¡®§ · ¿ R�1(t) ·¥°¥§ h(t), ¯°¥¢° ¹ ¥¬ «¥¢®¨¢ °¨ ²³¾ ±¨±²¥¬³ (6.5) ¢¯° ¢®¨¢ °¨ ²³¾ ±¨±²¥¬³dhdt = �(A + uB)h(t); h 2 SO(n;R); u � 0; (6.10)ª®²®°³¾ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ±¨±²¥¬®© �¥°°¥-�°¥¥. �§ ²¥®°¥¬» 6.1 ±«¥¤³¥², ·²®±¨±²¥¬  (6.10) ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¬®¦¥±²¢® � = f�A �uB j u � 0g ¯®°®¦¤ ¥² so(n;R) ª ª  «£¥¡°³ �¨, ².¥. Lie(A;B) = so(n;R).�«£¥¡°  �¨ Lie(A;B) ®¯¨±   ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¨.�¥®°¥¬  6.3. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢±¥ ¯®±²®¿»¥ ª°¨¢¨§» kj, j 6= i, ¢° ¢¥±²¢ µ (6:7), (6:8) ®²«¨·» ®² ³«¿. �«£¥¡°  �¨, ¯®°®¦¤¥ ¿ ¬ ²°¨-¶ ¬¨ A ¨ B, ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ¢ (6:6){(6:9), ° ¢  so(n;R) ¢±¥£¤ , ª°®¬¥ ®¤®-£® ±«³· ¿. �±ª«¾·¨²¥«¼»© ±«³· © ¨¬¥¥² ¬¥±²®, ª®£¤  n = 2m, i = m, ¨k1 = � � � = km�1 = km+1 = � � � = kn�1. �«£¥¡°  �¨ ¢ ¨±ª«¾·¨²¥«¼®¬ ±«³· ¥° ¢   «£¥¡°¥ �¨ ³¨² °®© £°³¯¯» U(2m;R).6.3. �¤®°®¤»¥ ¯°®±²° ±²¢ .6.3.1. �´¥° . (n� 1)-¬¥° ¿ ±´¥° Sn�1 = fx 2 Rn j kxk = 1g¿¢«¿¥²±¿ ®¤®°®¤»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ £°³¯¯» SO(n;R) ¢° ¹¥¨© n-¬¥°®£® ¯°®-±²° ±²¢ .



24 �³±²¼ A, B1, : : : , Bm | ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¥ n�n{¬ ²°¨¶». �´´¨ ¿ ¯®³¯° ¢«¥¨¾ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬ _X = (A+ mXi=1 uiBi)X; X 2 SO(n;R); u = (u1; : : : ; um) 2 Rm (6.11)¨¤³¶¨°³¥² ¡¨«¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³_x = (A + mXi=1 uiBi)x; x 2 Sn�1; u = (u1; : : : ; um) 2 Rm; (6.12)¬®¦® ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥ ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®° x 2 Sn�1 ª ª ¯¥°¢»© ±²®«¡¥¶ ®°-²®£® «¼®© ¬ ²°¨¶» X 2 SO(n;R). �§ ²¥®°¥¬ 6.1, 6.2 ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥³²¢¥°¦¤¥¨¥.�«¥¤±²¢¨¥ 6.1. �³±²¼ ¬ ²°¨¶» A;B1; : : : ; Bm 2 so(n;R) ¯®°®¦¤ ¾²  «-£¥¡°³ �¨ so(n;R). �®£¤  ±¨±²¥¬  (6:12) £«®¡ «¼® ³¯° ¢«¿¥¬    ±´¥°¥ Sn�1.�®«¥¥ ²®£®, ±³¹¥±²¢³¥² T > 0 ² ª®¥, ·²® «¾¡»¥ ²®·ª¨ x0; x1 2 Sn�1 ¬®-£³² ¡»²¼ ±®¥¤¨¥» ²° ¥ª²®°¨¥© ±¨±²¥¬» (6:12), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª³±®·®-¯®±²®¿®¬³ ³¯° ¢«¥¨¾, §  ¢°¥¬¿ ¥ ¡®«¼¸¥ T .� ¬¥· ¨¥. �¨±²¥¬  (6.12) £«®¡ «¼® ³¯° ¢«¿¥¬    ±´¥°¥ Sn�1 ²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ±¨±²¥¬» (6.11), ¢±¥£¤  ¿¢«¿¾-¹¥¥±¿ ¯®¤£°³¯¯®© SO(n;R), ¤¥©±²¢³¥² ²° §¨²¨¢®   Sn�1.� ¦¤ ¿ ¨§ £°³¯¯ SO(n;R) ¨ U(2m;R), 2m = n, ¤¥©±²¢³¥² «¨¥©®   Rn³¬®¦¥¨¥¬ ±«¥¢ , ¨ ½²¨ ¤¥©±²¢¨¿ ²° §¨²¨¢»   ±´¥° µ ¢ Rn. �®½²®¬³ ¨§²¥®°¥¬ 6.1, 6.3 ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤±²¢¨¥.�«¥¤±²¢¨¥ 6.2. �³±²¼ ¬ ²°¨¶» A ¨ B § ¤ » ° ¢¥±²¢ ¬¨ (6:6){(6:9). �±-«¨ ¢±¥ ª°¨¢¨§» kj, j 6= i, ®²«¨·» ®² ³«¿, ²® ¡¨«¨¥© ¿ ±¨±²¥¬ _x = Ax+ uBx; x 2 Sn�1; u � 0³¯° ¢«¿¥¬    ±´¥°¥ Sn�1.6.3.2. �®£®®¡° §¨¿ �° ±±¬  . �®£®®¡° §¨¥ �° ±±¬   G(k; n) ±®±²®¨² ¨§¢±¥µ k-¬¥°»µ «¨¥©»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ Rn. �®¦® ¢¢¥±²¨ ±²°³ª²³°³ ¬®£®-®¡° §¨¿   G(k; n), ¢ª« ¤»¢ ¿ ¥£® ¢ ®°²®£® «¼³¾ £°³¯¯³O(n;R) = fX 2M(n;R) j XT = X�1g:�¾¡®¥ k-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® S 2 G(k; n) ¬®¦® ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ± ®°²®£®- «¼»¬ ®²° ¦¥¨¥¬ PS 2 O(n;R), ª®²®°®¥ § ¤ ¥²±¿ ª ª PS(x) = x ¯°¨ x 2 S¨ PS(x) = �x ¯°¨ x ¢ ®°²®£® «¼®¬ ¤®¯®«¥¨¨ ª S. �°¥¡®¢ ¨¥ £®¬¥®¬®°´-®±²¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ S 7! PS ¯°¥¢° ¹ ¥² G(k; n) ¢ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢®.� ª ª ª fPS j S 2 G(k; n)g ¿¢«¿¥²±¿ § ¬ª³²»¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ ª®¬¯ ª²®©£°³¯¯» �¨ O(n;R), ²® G(k; n) ª®¬¯ ª²®.�°³¯¯  O(n;R) ¤¥©±²¢³¥²   G(k; n) ¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬: ¤«¿ «¾¡®£®S 2 G(k; n) ¨ «¾¡®£® R 2 O(n;R) ¯°®±²° ±²¢® RS = fRx j x 2 Sg ¿¢«¿¥²-±¿ ½«¥¬¥²®¬ G(k; n). �²® ¤¥©±²¢¨¥ ²° §¨²¨¢®. � ²¥°¬¨ µ ±®®²¢¥²±²¢¨¿S 7! PS ®® ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤ RS 7! RPSRT, £¤¥ RT ¥±²¼ ²° ±¯®¨°®¢ - ¿ ¬ ²°¨¶  R. �°³¯¯  ¨§®²°®¯¨¨ ¥±²¼ H = O(n � k;R)� O(k;R), ¯®½²®¬³dimG(k; n) = dimO(n;R)� dimH = k(n� k).



25�«¿ «¾¡®© ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¬ ²°¨¶» A ¨ «¾¡®£® S ¢ G(k; n)ddt ����t=0 (exp tA)PS(exp�tA) = APS � PSA = [A;PS];²® ¥±²¼ XA(S) = [A;PS] ¿¢«¿¥²±¿ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»¬ £¥¥° ²®°®¬ ®¤®¯ ° -¬¥²°¨·¥±ª®© £°³¯¯» ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢, ¯®°®¦¤¥®© A.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ P ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© XA   G(k; n), £¤¥ A¯°¨ ¤«¥¦¨² so(n;R). P ¿¢«¿¥²±¿ ±¥¬¥©±²¢®¬ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   G(k; n), ¯®¤-·¨¥»µ ¤¥©±²¢¨¾ £°³¯¯» O(n;R)   G(k; n). �¥®°¥¬» 3.1, 6.1 ¤ ¾² ®¯¨± ¨¥¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A F «¾¡®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  F � P.�¥®°¥¬  6.4.(a) �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A F (x) ±¥¬¥©±²¢  F ¨§ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 G(k; n)° ¢® ®°¡¨²¥ F ·¥°¥§ ²®·ª³ x.(b) �³±²¼ � | ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¬ ²°¨¶ A ² ª¨µ, ·²® XA ¯°¨ ¤«¥¦¨² F .�®£¤  A F (x) = Gx = fgxgT j g 2 Gg, £¤¥ G ° ¢® A � , ².¥. ¯®¤£°³¯¯¥£°³¯¯» SO(n;R), ¯®°®¦¤¥®© fexp tA j A 2 �; t 2 Rg.(c) F ³¯° ¢«¿¥¬®   G(k; n) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  G ¤¥©±²¢³¥² ²° -§¨²¨¢®   G(k; n).6.4. �°¨¬¥· ¨¿. �¥§³«¼² ²» ¯® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ 6.1 ¨ ¨µ ¯°¨«®¦¥¨¿ ª±«³· ¾ £°³¯¯» ¢° ¹¥¨© ¢ 6.2.1, 6.2.2 ¯®«³·¥» �. �¦ °¤¦¥¢¨·¥¬ ¨ �.�¦. �³±-±¬ ®¬ [99].�¥¯¥°» �¥°°¥-�°¥¥ (±¬. 6.2.3) ¨§³· «¨±¼ �. �¦ °¤¦¥¢¨·¥¬ [95]. �®ª § -²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 6.3 ®¡  «£¥¡° µ �¨, ¢®§¨ª ¾¹¨µ ¢ § ¤ ·¥ ³¯° ¢«¥¨¿  SO(n;R) ± ®¤®© ´¨ª±¨°®¢ ®© ª°¨¢¨§®©, ¨¬¥¥²±¿ ¢ ° ¡®²¥ [90].�°¨«®¦¥¨¿ ª ¬®£®®¡° §¨¿¬�° ±±¬   (±¬. 6.3.2) ² ª¦¥ ¯®«³·¥» �. �¦ °¤-¦¥¢¨·¥¬ [95].� ª ±«¥¤³¥² ¨§ 6.2.1, ²¥®°¥¬» 6.1 ¨ 6.2 ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª °¥§³«¼² ²»® ¯®°®¦¤¥¨¨ ª®¬¯ ª²»µ £°³¯¯ �¨. �¥§³«¼² ²» ² ª®£® °®¤  ® ¯®°®¦¤¥¨¨ª ª ª®¬¯ ª²»µ, ² ª ¨ ¥ª®¬¯ ª²»µ ª« ±±¨·¥±ª¨µ £°³¯¯ �¨ ¨¬¥¾²±¿ ¢ 8.6,  ² ª¦¥ ¢ ° ¡®² µ �. �. �° ³·  ¨ �. �¨«¼¢» �¥©²¥ [55], �. �¨«¼¢» �¥©²¥ [111,112, 113, 114], �. �«¼¡³ª¥°ª ¨ �. �¨«¼¢» �¥©²¥ [22].7. �®«³¯°¿¬»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ £°³¯¯ �¨� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ±«³· ©, ª®£¤  £°³¯¯  �¨ G ¿¢«¿¥²±¿ ¯®-«³¯°¿¬»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  V ¨ £°³¯¯» �¨ K. �±«¨K ª®¬¯ ª² , ²® ¨¬¥¥²±¿ ¯®«®¥ ®¯¨± ¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨; ¢ · ±²®±²¨, ¥±«¨£°³¯¯  �¨ K ¥ ¨¬¥¥² ¥³«¥¢»µ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ K, ²®° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨. �±«¨ K ¥ª®¬¯ ª² , ²® ³±«®-¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¯®«³· ¾²±¿ ¨§ ° ±±¬®²°¥¨¿ ª®¬¯ ª²»µ ¯®¤£°³¯¯ £°³¯¯»K.�³±²¼ K ¨ V | £°³¯¯» �¨, ¯°¨·¥¬ ¯³±²¼ K ¤¥©±²¢³¥²   V . � ±±¬®²°¨¬¯®«³¯°¿¬®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ G = V n K. �®£®®¡° §¨¥ G ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥ª °²®¢»¬¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ V ¨ K,   ³¬®¦¥¨¥ ¢ £°³¯¯¥ G § ¤ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:(v1; k1) � (v2; k2) = (v1 + k1v2; k1k2); v1; v2 2 V; k1; k2 2 K:�«£¥¡°  �¨ L £°³¯¯» G ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³¯°¿¬®© ±³¬¬®© L(V ) h L(K), £¤¥ L(V )¨ L(K) ¿¢«¿¾²±¿  «£¥¡° ¬¨ �¨ £°³¯¯ V ¨ K ±®®²¢¥²±²¢¥®. �¨¥©®¥ ¯°®-±²° ±²¢® L ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¿¬®© ±³¬¬®© «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢ L(V ) ¨ L(K),  



26̄°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢  «£¥¡°¥ �¨ L ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:[(a1; b1); (a2; b2)] = ([a1; a2]+b1(a2)�b2(a1); [b1; b2]); a1; a2 2 L(V ); b1; b2 2 L(K):�¡®§ ·¨¬ ¯°®¥ª¶¨¨ ¨§ G   ±®¬®¦¨²¥«¨ V ¨ K ±®®²¢¥²±²¢¥® ·¥°¥§ �¨ �: � : G! V; � (v; k) = v; v 2 V; k 2 K;� : G! K; �(v; k) = k; v 2 V; k 2 K:�°®¥ª¶¨¿ � ¿¢«¿¥²±¿ £®¬®¬®°´¨§¬®¬ £°³¯¯ �¨. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ L(K)  «£¥¡°³�¨ £°³¯¯» �¨ K. �¨´´¥°¥¶¨ «�� : L! L(K)¿¢«¿¥²±¿ £®¬®¬®°´¨§¬®¬  «£¥¡° �¨.� ¤ ®¬ ¯ ° £° ´¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® V ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥ª²®°®© £°³¯¯®© �¨,².¥. ª®¥·®¬¥°»¬ «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¬ ª ª  ¡¥«¥¢ £°³¯¯  �¨. �¥©±²¢¨¥ £°³¯¯» �¨K   «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ V ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿«¨¥©»¬.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 7.1. �®·ª  v 2 V  §»¢ ¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®© ¤«¿ ¤¥©±²-¢¨¿ £°³¯¯» K, ¥±«¨ Kv = fgv j g 2 Kg = fvg:� ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ Kv = v.� · «® ª®®°¤¨ ² 0 2 V ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®© «¾¡®£® «¨¥©®£®¤¥©±²¢¨¿   V .7.1. K ª®¬¯ ª²  ¨ ¥ ¨¬¥¥² ¥³«¥¢»µ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ¢ V .�¤¥±¼ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ², ª®²®°»© ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª®¡®¡¹¥¨¥ ª°¨²¥°¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ª®¬¯ ª²»µ £°³¯¯ �¨ (²¥®°¥¬  6.1).�¥®°¥¬  7.1. �³±²¼ ª®¬¯ ª² ¿ ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ K «¨¥©® ¤¥©±²¢³¥²  «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ V , ¯°¨·¥¬ V ¥ ¨¬¥¥² ¥³«¥¢»µ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®-·¥ª ®²®±¨²¥«¼® K. �°¨ ½²¨µ ³±«®¢¨¿µ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L³¯° ¢«¿¥¬    £°³¯¯¥ �¨ G = V nK ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  Lie(�) = L.7.1.1. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 7:1 ¢ · ±²»µ ±«³· ¿µ. �¥°¥¤ ¯®«»¬ ¤®-ª § ²¥«¼±²¢®¬ ²¥®°¥¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¡®«¥¥ ª®°®²ª®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¢  ¨¡®«¥¥¢ ¦»µ ¤«¿ ¯°¨«®¦¥¨© ±«³· ¿µ G = E(n;R) = Rnn SO(n;R) ¨ G = R2m nU(2m;R).�®ª § ²¥«¼±²¢®. � £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ Lie(�) = L ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥-¬®±²¨ ±¨±²¥¬» � ¯® ²¥®°¥¬¥ 2.3.�³±²¼ Lie(�) = L. �®£¤  ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  �K = ��(�) ³¯° ¢«¿¥¬   K, ².ª. ½²  £°³¯¯  �¨ ª®¬¯ ª²  ¨ ±¢¿§ , ±¬. ²¥®°¥¬³ 6.1, ²® ¥±²¼�(A ) = K: (7.1)�®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 2.7, ¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ¥¤¨¨·»© ½«¥¬¥² e = (0; Id) 2G ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¢³²°¥®±²¨ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A . �³±²¼ (x; k) |²®·ª  ¨§ ¢³²°¥®±²¨ ¬®¦¥±²¢  A . � ±¨«³ (7.1), ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª  y 2 V² ª ¿, ·²® (y; k�1) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ A . �®£¤  (x; k)(y; k�1) = (x + ky; Id), ¨ ½²®¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¢³²°¥®±²¨ ¬®¦¥±²¢  A .�¡®§ ·¨¬ x + ky ·¥°¥§ v. �³±²¼ 
 | ² ª ¿ ®ª°¥±²®±²¼ ½«¥¬¥²  Id ¢ K,·²® (v;
) � int A .



27�«¿ «¾¡»µ h 2 
 ¨ n 2 N ½«¥¬¥² (v; h)n = (v + hv + � � � + hn�1v; hn)±®¤¥°¦¨²±¿ ¢® ¢³²°¥®±²¨ ¬®¦¥±²¢  A . �±«¨ hn = Id ¨ v = hw � w ¤«¿¥ª®²®°®£® w 2 V , ²® v + hv + � � � + hn�1v = 0, ¨ e = (0; Id) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢®¢³²°¥®±²¨ ¬®¦¥±²¢  A . �«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®±² «®±¼ ¯®ª § ²¼,·²® ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¤¢³µ ±«³· ¥¢ (K = SO(n;R), V = Rn ¨ K = U(2m;R), V =R2m) ¤«¿ «¾¡®£® v 2 V ¨ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨ 
 ½«¥¬¥²  Id ¢ K ±³¹¥±²¢³¥²² ª®© ½«¥¬¥² h ¢ 
, ·²® v 2 Im(h � Id) ¨ hm = Id ¤«¿ ¥ª®²®°®£® m 2 N.�°¨¢¥¤¥¬ ½±ª¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥, ¢® ¢²®°®¬ ®® ¯°®¢®¤¨²±¿  «®£¨·®. �³±²¼ P | ¯«®±ª®±²¼ ¢ Rn, n � 2, ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ¤ ³¾ ²®·-ª³ v 2 Rn. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨ 
 ½«¥¬¥²  Id ¢ £°³¯¯¥ ¢° ¹¥¨©¯«®±ª®±²¨ P ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¢° ¹¥¨¥ R 2 
, ·²® R � Id ¥¢»°®¦¤¥® ¨Rm = Id ¤«¿ ¥ª®²®°®£® m 2 N. �®£¤  R ¬®¦® ¯°®¤®«¦¨²¼   Rn, ¯®« £ ¿ ¥£®²®¦¤¥±²¢¥»¬   ®°²®£® «¼®¬ ¤®¯®«¥¨¨ ª ¯«®±ª®±²¨ P ¢ Rn. �®½²®¬³v 2 Im(R� Id) ¨ Rm = Id.7.1.2. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 7:1 ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥. � · «  ¤®ª ¦¥¬ ¥-±ª®«¼ª® ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ ³²¢¥°¦¤¥¨© ¯°¨ ³±«®¢¨¨ Lie(�) = L.�¥¬¬  7.1. �(A ) = K.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¯°®¥¶¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬  �K = ��(�) ¿¢«¿¥²±¿ ±¨±²¥¬®©¯®«®£® ° £    ª®¬¯ ª²®© ±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ K, ¯®½²®¬³ ®  ³¯° ¢«¿¥¬   K, ±¬. ²¥®°¥¬³ 6.1.� ±«¥¤³¾¹¨µ ²°¥µ «¥¬¬ µ ¨±±«¥¤³¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢® £°³¯¯» G:T = f(v; Id) j (v; Id) 2 int A g: (7.2)�¥¬¬  7.2. �®¦¥±²¢® T ¥¯³±²®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ²¥®°¥¬¥ 2.4, ±¨±²¥¬  � ¤®±²¨¦¨¬ , ².¥. ¬®¦¥±²¢® A¨¬¥¥² ¥¯³±²³¾ ¢³²°¥®±²¼. �®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ²®·ª³ (w; g) 2 int A . �®£« ±®«¥¬¬¥ 7.1, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ v 2 V , ·²® (v; g�1) 2 A . �®£¤ (w; g) � (v; g�1) = (w + gv; Id) 2 int A :�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¦¥±²¢® T ¥¯³±²®.�¥¬¬  7.3. �«¿ «¾¡®£® (v; Id) 2 T ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«® N > 0,·²® (�v; Id) 2 T ¤«¿ ¢±¥µ � ² ª¨µ, ·²® � > N .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ (v; Id) 2 int A , ²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ " > 0, ·²® ((1 +�)v; Id) 2 int A ¤«¿ ¢±¥µ � ² ª¨µ, ·²® j�j < ". �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ((1 + �)v; Id)n =(n(1 + �)v; Id) 2 int A ¤«¿ ¢±¥µ  ²³° «¼»µ n. �³±²¼ N | «¾¡®¥  ²³° «¼®¥·¨±«® ² ª®¥, ·²® N (1 + ") > 1. �®£¤  § ¬ª³²»© ®²°¥§®ª ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®©[N;N + 1] ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ±¢®©±²¢®: (�v; Id) 2 int A ¤«¿ ¢±¥µ � 2 [N;N + 1].�® A ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³£°³¯¯®©, ¯®½²®¬³ ¨ ¢¥±¼ ·¨±«®¢®© «³· f� j � > Ng ®¡« ¤ ¥²½²¨¬ ±¢®©±²¢®¬.�¥¬¬  7.4. �«¿ «¾¡®£® (v; Id) 2 T ¨ «¾¡®£® g 2 K ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥  -²³° «¼®¥ ·¨±«® M , ·²® (Mgv; Id) 2 T .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ¢±¥µ g 2 K, ¯® «¥¬¬¥ 7.1 ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¢¥ª-²®°» vg ; vg�1 2 V , ·²® (vg; g) ¨ (vg�1 ; g�1) ¯°¨ ¤«¥¦ ² A . �®½²®¬³ ½«¥¬¥²(vg�1 ; g�1) � (vg ; g) = (g�1vg + vg�1 ; Id) ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² A .



28 �³±²¼ (v; Id) 2 int A ; ¢®§¼¬¥¬ «¾¡®¥  ²³° «¼®¥ M ² ª®¥, ·²® ½«¥¬¥²�v �M�1 �vg�1 + g�1vg� ; Id�¯°¨ ¤«¥¦¨² int A . �®£¤ �v �M�1 �vg�1 + g�1vg� ; Id�M = �Mv � �vg�1 + g�1vg� ; Id� 2 int A :�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ½«¥¬¥²(vg; g) � �Mv � �vg�1 + g�1vg� ; Id� � �vg�1 ; g�1� = (Mgv; Id)¯°¨ ¤«¥¦¨² int A .�¥¯¥°¼ ¯¥°¥©¤¥¬ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 7.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«®¢¨¥ ¯®«®²» ° £  Lie(�) = L ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ³¯° ¢-«¿¥¬®±²¨ ¯® ²¥®°¥¬¥ 2.3. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·®±²¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®Lie(�) = L.�® «¥¬¬¥ 7.2, ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° v 2 V ² ª®©, ·²® (v; Id) 2 int A . �³±²¼�v = ZK Kv d�;£¤¥ � | ¬¥°  �  °    K, ®°¬¨°®¢  ¿ ³±«®¢¨¥¬ �(K) = 1. �®£¤  K�v = �v,¨ ¯® ³±«®¢¨¾ ²¥®°¥¬» �v = 0.� ¤°³£®© ±²®°®», ±°¥¤¥¥ RK Kv d� ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¢»¯³ª«®¬ ª®³±¥, ¯®°®¦-¤¥®¬ ¬®¦¥±²¢®¬ fgv j g 2 Kg, ¯®½²®¬³0 = �v = pXj=1 �jgjv ¤«¿ ¥ª®²®°»µ g1; : : : ; gp 2 K; �1 > 0; : : : ; �p > 0:�® «¥¬¬¥ 7.4, ±³¹¥±²¢³¾²  ²³° «¼»¥ ·¨±«  M1, : : : , Mp, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥³±«®¢¨¾ (Mj�jgjv; Id) 2 int A ¤«¿ ¢±¥µ j = 1; : : : ; p. �®£¤  ¤«¿ ·¨±«  M =Qpj=1Mj ¨¬¥¥¬ (M�jgjv; Id) 2 int A ¯°¨ j = 1; : : : ; p. �®½²®¬³e = (0; Id) = (M�v; Id) =  pXj=1M�jgjv; Id! = pYj=1(M�jgjv; Id) 2 int A :�® ²¥®°¥¬¥ 2.7, ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    £°³¯¯¥ G.7.1.3. � £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ¨ ¥¯°¨¢®¤¨¬»¥ ¤¥©±²¢¨¿. �¤¨ ¨§ ±«³· ¥¢, ª ª®²®-°»¬ ®²®±¨²±¿ ²¥®°¥¬  7.1, | ½²® ±«³· ©, ª®£¤  £°³¯¯  K ¥¯°¨¢®¤¨¬® ¤¥©-±²¢³¥²   ¯°®±²° ±²¢¥ V . � ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬¥ ¨±±«¥¤³¥²±¿ ½²®² ±«³· ©; ® ¤ ¥² ª°¨²¥°¨© ²®£®, ·²® Lie(�) = L ¤«¿ ¤ ®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  �  «£¥¡°» �¨ L.� ½²®© ¶¥«¼¾ ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ª®±²°³ª¶¨¾.� ª ª ª £°³¯¯  �¨ K «¨¥©® ¤¥©±²¢³¥²   «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ V , ²®£°³¯¯  G = V nK ¤¥©±²¢³¥²  ´´¨®   V :(v; k)x = kx+ v; (v; k) 2 G; x 2 V:�«¿ «¾¡®£®M = (v;A) 2 L ¨ «¾¡®£® x 2 V ª°¨¢ ¿ f(exp tM )x j t 2 Rg ¿¢«¿¥²±¿®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© £°³¯¯®© ¢ V , ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»¬ £¥¥° ²®°®¬ ª®²®°®©¿¢«¿¥²±¿  ´´¨®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ x 7! Ax+ v.



29�¯°¥¤¥«¥¨¥ 7.2. �«¿ «¾¡®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  � � L ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ F(�)¬®¦¥±²¢®  ´´¨»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   V , ¨¤³¶¨°®¢ »µ ¬®¦¥±²¢®¬ �,².¥. X 2 F(�) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  X(x) = Ax + v ¤«¿ ¥ª®²®°®£®(v;A) 2 �.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Fx(�) ¬®¦¥±²¢® fX(x) j X 2 F(�)g. �®£¤  ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³-¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥®°¥¬  7.2. �³±²¼ K | ±¢¿§ ¿ ª®¬¯ ª² ¿ ¯®«³¯°®±² ¿ ¢¥¹¥±²¢¥ ¿£°³¯¯  �¨, ¤¥©±²¢³¾¹ ¿ «¨¥©® ¨ ¥¯°¨¢®¤¨¬®   «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ V .�³±²¼ G = V n K ¨ � � L. �®£¤  ° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ Lie(�) = L ° ¢®±¨«¼®±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:(i) Lie(�K) = Lie(��(�)) = L(K) ¨(ii) Fx(�) 6= f0g ¤«¿ ¢±¥µ x 2 V .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ O(F)(x) ®°¡¨²³ ±¥¬¥©±²¢  F(�) ·¥°¥§²®·ª³ x 2 V , ².¥. ®°¡¨²³ ¤¥©±²¢¨¿ £°³¯¯», ¯®°®¦¤¥®© ¬®¦¥±²¢®¬ fexp tX jt 2 R; X 2 F(�)g. �³±²¼ H ®¡®§ · ¥² ®°¡¨²³ O�, ².¥. ¯®¤£°³¯¯³ £°³¯¯» G,¯®°®¦¤¥³¾ ¬®¦¥±²¢®¬ fexp tA j t 2 R; A 2 �g. �®£¤  O(F)(x) = Hx.�±«¨ Lie(�) = L, ²® H = G ¢ ±¨«³ ±¢¿§®±²¨ G. �®½²®¬³ ®°¡¨²  F(�) ·¥°¥§«¾¡³¾ ²®·ª³ x 2 V ¨¬¥¥² ¢¨¤ Gx. �® Gx 6= x ¤«¿ ¢±¥µ x 2 V , ¯®½²®¬³ ¤«¿«¾¡®© ²®·ª¨ x 2 V ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² X 2 F(�) ² ª®©, ·²® X(x) 6= 0, ²®¥±²¼, ³±«®¢¨¥ (ii) ¢»¯®«¿¥²±¿. �® ³±«®¢¨¥ (i) ² ª¦¥ ¢»¯®«¿¥²±¿, ¯®½²®¬³¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¤®ª §  .�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·®±²¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³±«®¢¨¿ (i) ¨ (ii) ¢»-¯®«¿¾²±¿. �³±²¼ �� ®¡®§ · ¥² ®£° ¨·¥¨¥ ¯°®¥ª¶¨¨ �   Lie(�). �®£¤ �� : Lie(�) ! L(K) ¥±²¼ £®¬®¬®°´¨§¬  «£¥¡° �¨. �® ³±«®¢¨¾ (i) �� ±¾°º-¥ª²¨¢®. � ±¨«³ ²®£®, ·²® ker �� | ¨¤¥ «  «£¥¡°» �¨ Lie(�) ¨ �� ±¾°º¥ª-²¨¢®, ¯®«³· ¥¬, ·²® ker �� ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬ ¯°®±²° ±²-¢  V , ¨¢ °¨ ²»¬ ®²®±¨²¥«¼® K. � ±¨«³ ³±«®¢¨¿ ¥¯°¨¢®¤¨¬®±²¨, «¨¡®ker�� = V , «¨¡® ker�� = f0g.�±«¨ ker �� = V , ²® Lie(�) = L. �«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯®ª ¦¥¬,·²® ±«³· © ker �� = f0g ¥¢®§¬®¦¥. �±«¨ ker �� = f0g, ²®  «£¥¡°  �¨ Lie(�)¨§®¬®°´  L(K). � ª ª ª K ¯®«³¯°®±²  ¨ ª®¬¯ ª² , ²® ¨²¥£° «¼ ¿ £°³¯¯ H  «£¥¡°» �¨ Lie(�) ª®¬¯ ª² . �«¿ «¾¡®£® x 2 V ±°¥¤¥¥ �x = RH hx d�¿¢«¿¥²±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª®© £°³¯¯» H (� | ®°¬ «¨§®¢  ¿ ¬¥°  �  °   H). �®£¤  F�x = 0, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¾ (ii). �®½²®¬³ ker�� 6= f0g, ¨²¥®°¥¬  ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .7.2. K ª®¬¯ ª²  ¨ ¨¬¥¥² ¥³«¥¢»¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ¢ V . �±-«¨ «¨¥©®¥ ¤¥©±²¢¨¥ ª®¬¯ ª²®© £°³¯¯» �¨K ¨¬¥¥² ¥³«¥¢»¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥²®·ª¨ ¢ V , ²® ° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ¡®«¼¸¥ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®±² ²®·»¬ ¤«¿ ³¯° ¢«¿-¥¬®±²¨.�°¨¬¥° 7.1. �³±²¼ K = SO(1;R)� SO(n;R) ¨ V = R� Rn. �®¬¯ ª² ¿±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ K ¥±²¥±²¢¥® ¤¥©±²¢³¥²   «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ V :(1; g)(x; y) = (x; gy); (1; g) 2 K; (x; y) 2 V:�«¿ ½²®£® ¤¥©±²¢¨¿ Kv = v ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  v = (x; 0).�®§¼¬¥¬ £°³¯¯³ �¨ G = V nK ¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²³¾ ±¨±²¥¬³   ¥©:� = f(v;A) j v = (x; y); x > 0; A 2 L(K)g:



30�®£¤ :(i) Lie(�) = L ¨(ii) A = f(v; g) j v = (x; y); x > 0; g 2 Kg.�®½²®¬³ ±¨±²¥¬  � ¥³¯° ¢«¿¥¬ , µ®²¿ ¨ ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £.�¥¯¥°¼ ¯®«³·¨¬ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤¥©±²¢¨¥ ª®¬¯ ª²-®© ±¢¿§®© £°³¯¯» K ¨¬¥¥² ¥³«¥¢»¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ¢ «¨¥©®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ V . �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ h�; �i ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥   V , ¨¢ °¨ ²®¥®²®±¨²¥«¼® K,   ·¥°¥§ dV | ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ¬¥²°¨ª³   V . �³±²¼ dK |«¥¢®- ¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥²°¨ª    K, ®¡®§ ·¨¬ ²®£¤  ·¥°¥§ dG ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹³¾ ¬¥²°¨ª³ | ¯°¿¬®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥   G = V nK:dG((v1; g1); (v2; g2)) = dK(g1; g2) + dV (v1; v2); (v1; g1); (v2; g2) 2 G:�±«¨ (w; h) 2 G, ²®dG((w; h)(v1; g1); (w; h)(v2; g2)) = dG((w + hv1; hg1); (w + hv2; hg2))= dK(hg1; hg2) + dV (hv1; hv2) = dK(g1; g2) + dV (v1; v2):�®½²®¬³ ¬¥²°¨ª  dG «¥¢®¨¢ °¨ ² .�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿: V1 = fv 2 V j Kv = vg;V2 = V ?1 :�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  V1 ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£®X 2 L(K) ¨ «¾¡®£®v 2 V1 ¨¬¥¥¬ Xv = 0. �®«¥¥ ²®£®, ¥±«¨ X 2 L(K) ¨ w 2 V2, ²®hv;Xwi = �hXv;wi = 0 ¤«¿ ¢±¥µ v 2 V1:�®½²®¬³ ®¡  ¯°®±²° ±²¢  V1 ¨ V2 ¨¢ °¨ ²» ®²®±¨²¥«¼® ½«¥¬¥²®¢ L(K).�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ P ®°²®£® «¼³¾ ¯°®¥ª¶¨¾ ¨§ V   V1. � ¯®¬¨¬, ·²® � |ª ®¨·¥±ª ¿ ¯°®¥ª¶¨¿ ¨§ G   V , ¯®½²®¬³ �� | ¯°®¥ª¶¨¿ ¨§ L   V . �¡®-§ ·¨¬ ·¥°¥§ �V ¯°®¥ª¶¨¾ ��(�) ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬» � � L. �¬¥¥¬±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥®°¥¬  7.3. �³±²¼ ª®¬¯ ª² ¿ ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ K «¨¥©® ¤¥©±²¢³¥²  «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ V . �° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L ³¯° ¢«¿¥¬   £°³¯¯¥ �¨ G = V nK ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ :(i) Lie(�) = L ¨(ii) ¢»¯³ª«»© ª®³±, ¯®°®¦¤¥»© P (�V ), ±®¢¯ ¤ ¥² ± V1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � · «  ¤®ª ¦¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �±«¨ (a;A) 2 �, ²®(a;A) = (a1; 0) � (a2; A), £¤¥ a1 = Pa ¨ a2 = a � a1; § ª � ®§ · ¥², ·²®½«¥¬¥²» (a1; 0) ¨ (a2; A) ª®¬¬³²¨°³¾². �®½²®¬³exp t(a;A) = (a1t; Id)(a2(t); exp tA); £¤¥ a2(t) 2 V2 ¤«¿ ¢±¥µ t;² ª ª ª AV2 � V2.�¥¯¥°¼ ¿±®, ·²® ¥±«¨ Y = (b; B) | ¤°³£®© ½«¥¬¥² �, ²®exp t2(b; B) � exp t1(a1; A)= (a1t1 + b1t2; Id)(b2(t2) + (exp t2B)a2(t); exp t2B � exp t1A):�®½²®¬³ ¯°®¥ª¶¨¿ A   V1 ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¢»¯³ª«»¬ ª®³±®¬, ¯®°®¦¤¥»¬ P (�V ).�±«¨ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬ , ²® ½²®² ª®³± ¤®«¦¥ ° ¢¿²¼±¿ V1.



31�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·®±²¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿Lie(�) = L ¨ co(P (�V )) = V1.�³±²¼, ª ª ¨ ° ¥¥, T� = f(v; Id) j (v; Id) 2 int A g:�® «¥¬¬¥ 7.2 ¬®¦¥±²¢® T� ¥¯³±²®. �±«¨ (z; Id) 2 T�, ²® ¯®«®¦¨¬ w =RK Kz d�, £¤¥ � | ®°¬ «¨§®¢  ¿ ¬¥°  �  °    K. �¬¥¥¬ Kw = w ¢±¨«³ w 2 V1. �±«¨ w = 0, ²®, ª ª ¨ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 7.1, ¯®«³· ¥¬(0; Id) 2 T� ¨ A = G.�±«¨ w 6= 0, ²® ±³¹¥±²¢³¥²  ²³° «¼®¥ ·¨±«® N ² ª®¥, ·²® (v; Id) 2 T� ¤«¿v = Nw. �¥©±²¢¨²¥«¼®, w ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¢»¯³ª«®¬³ ª®³±³, ¯®°®¦¤¥®¬³®°¡¨²®©Kv. �®½²®¬³w =Ppj=1 �jgjv ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ½«¥¬¥²®¢ g1 : : : , gp ¢K ¨¯®«®¦¨²¥«¼»µ ·¨±¥« �1, : : : , �p. �® «¥¬¬¥ 7.4 ±³¹¥±²¢³¾²  ²³° «¼»¥ ·¨±« Mj ² ª¨¥, ·²® (Mj�jgjv; Id) 2 T�. �¥¯¥°¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¨±ª®¬®£®  ²³° «¼®£®·¨±«  N ¬®¦® ¢§¿²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ Qpj=1Mj .�¥¯¥°¼ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² � > 0 ² ª®¥, ·²® ª ª �v, ² ª ¨ ��v ¯°¨ ¤-«¥¦ ² int A co(�). � ª ª ª co(P (�V )) = V1, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² ¬®¦¥±²¢ co(�) ¢¨¤  X = (�v + u;A), £¤¥ u 2 V2 ¨ A 2 L(K),exp tX = exp t(�v + u;A) = (�vt + u(t); exp tA); £¤¥ u(t) 2 V2 ¤«¿ ¢±¥µ t:� ª ª ª (v; Id) 2 T� � int A , ²® ±³¹¥±²¢³¥² ¸ ° B((v; Id); ") ° ¤¨³±  " ± ¶¥²-°®¬ (v; Id), ±®¤¥°¦ ¹¨©±¿ ¢ int A . �§ «¥¢®¨¢ °¨ ²®±²¨ ¬¥²°¨ª¨ dG ±«¥¤³¥²,·²® B((exp tX)(v; Id); ") ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ int A co(�). �® £°³¯¯  �¨ K ª®¬¯ ª² ,¯®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t > 1 ² ª®©, ·²® dK(exp tA; Id) < ". �«¥-¤®¢ ²¥«¼®, dG(((1 � t)v + u(t); Id); ((1� t)v + u(t); exp tA)) < ":�®½²®¬³ (exp tX)(v; Id) = ((1� t)v + u(t); Id) 2 B((exp tX)(v; Id); ")¨, § ·¨², ((1 � t)v + u(t); Id) 2 Tco(�):� «¥¥, RK K((1� t)v + u(t)) d� = (1� t)v, ¨ ¨§ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥®£® ° ±±³¦¤¥¨¿±«¥¤³¥², ·²® (M (1� t)v; Id) 2 Tco(�) ¤«¿ ¥ª®²®°®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  M . �§¥° ¢¥±²¢  M (1� t) < 0 ±«¥¤³¥², ¢ ±¨«³ «¥¬¬» 7.3, ·²® ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼-¸®£® � > 0 ª ª �v, ² ª ¨ ��v ¯°¨ ¤«¥¦ ² Tco(�). � ª ª ª Tco(�) ¯®«³£°³¯¯ ,²® (0; Id) = (�v; Id) � (��v; Id) ¯°¨ ¤«¥¦¨² Tco(�). �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® Tco(�)±®¤¥°¦¨² ¥¤¨¨·»© ½«¥¬¥² £°³¯¯» �¨ G. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® A co(�) = �.�® A co(�) � cl A , ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, cl A = G. �¬¥±²¥ ± ³±«®¢¨¥¬ Lie(�) = L ½²®®§ · ¥², ·²® ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬ , ±¬. ²¥®°¥¬³ 2.8.7.3. �®«³¯°¿¬®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  ¨ ¯°®¨§-¢®«¼®© £°³¯¯» �¨.�¥®°¥¬  7.4. �³±²¼ H | ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨, «¨¥©® ¤¥©±²¢³¾¹ ¿   ª®-¥·®¬¥°®¬ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ V , ¨ ¯³±²¼ G = V n H.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® H ±®¤¥°¦¨² ª®¬¯ ª²³¾ £°³¯¯³ K, ¥ ¨¬¥¾¹³¾ ¥³«¥-¢»µ ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ¢ V . �°¨ ½²¨µ ³±«®¢¨¿µ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬ � � L ³¯° ¢«¿¥¬    G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ :(i) Lie(�) = L ¨



32(ii) �H = ��(�) ³¯° ¢«¿¥¬    H.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ³±«®¢¨© ²¥®°¥¬» ®·¥¢¨¤ . �«¿ ¤®ª § -²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·®±²¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³±«®¢¨¿ (i) ¨ (ii) ¢»¯®«¿¾²±¿. �®²¥®°¥¬¥ 2.4 ±¨±²¥¬  ¯®«®£® ° £  � ¤®±²¨¦¨¬ , ².¥. ¢³²°¥®±²¼ int A ¥-¯³±² . �±«¨ (v; g) 2 int A , ²® ¯® ³±«®¢¨¾ (ii) ±³¹¥±²¢³¥² w 2 V ² ª®¥, ·²®(w; g�1) 2 A . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, (v; g) �(w; g�1) = (v+gw; Id) 2 int A . �®½²®¬³ ¬®-¦¥±²¢® T , ®¯°¥¤¥«¥®¥ ° ¢¥±²¢®¬ (7.2), ¥¯³±²®. �±«¨ (v; Id) 2 T , ²® ½«¥¬¥²w = RK Kv d� ¨¢ °¨ ²¥ ®²®±¨²¥«¼® K, ¯®½²®¬³ w = 0. �®ª § ²¥«¼±²¢®§ ¢¥°¸ ¥²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¤«¿ ²¥®°¥¬» 7.1. �®«³· ¥¬ e = (0; Id) 2 T � int A ,¯®½²®¬³ A = G ¯® ²¥®°¥¬¥ 2.7.�«¥¤³¾¹¨© ¯°¨¬¥° ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¡¥§ ª ª¨µ-«¨¡® ³±«®¢¨©   ª®¬¯ ª²³¾¯®¤£°³¯¯³ K ³±«®¢¨¿ (i) ¨ (ii), ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾² ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.�°¨¬¥° 7.2. �³±²¼ H = SO0(n; 1) | ±¢¿§ ¿ ª®¬¯®¥²  ¥¤¨¨¶» £°³¯-¯» �®°¥¶  ¢ Rn. �²  £°³¯¯  «¨¥©® ¤¥©±²¢³¥²   V = Rn+1 ª ª ¯®¤£°³¯¯ GL(n + 1;R). � ±±¬®²°¨¬ £°³¯¯³ �¨ G = V nH. �³±²¼ C | ±¢¥²®¢®© ª®³±£°³¯¯» H ¢ V ¨ � = C h L(H). �®£¤  ³±«®¢¨¿ (i) ¨ (ii) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²±¿, ®¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤ A = C n H 6= G. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬ ª±¨-¬ «¼ ¿ ª®¬¯ ª² ¿ ¯®¤£°³¯¯  K £°³¯¯» H ° ¢  SO(n;R)�SO(1;R) ¨ ¨¬¥¥²¬®£® ¡¥±ª®¥·»µ ²®·¥ª ¢ V .7.4. �¤®°®¤»¥ ¯°®±²° ±²¢ .7.4.1. �¥¯¥°» �¥°°¥-�°¥¥ ± ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �¨±²¥¬  �¥°°¥-�°¥-¥, ±¢¿§  ¿ ± ª°¨¢®© x(t) ¢ R3 (±¬. 6.2.3), ¨¬¥¥² ¢¨¤dxdt = R(t)e1; dRdt = R(t)0@ 0 �k 0k 0 ��0 � 0 1A :�±«¨ ª ª ª°¨¢¨§  k, ² ª ¨ ª°³·¥¨¥ � ¯®±²®¿», ²®! = 0@ �0k 1A¥±²¼ ®±¼ ¢° ¹¥¨¿, § ¤ ¢ ¥¬®£® ¬ ²°¨¶¥©A = 0@ 0 �k 0k 0 ��0 � 0 1A :�°¨ ½²®¬ exp tA ¥±²¼ ¯®¢®°®² ¢®ª°³£ !   ³£®« tp�2 + k2 ¨ x(t) | ¢¨²®¢ ¿«¨¨¿ ¢¤®«¼ !.�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ª°¨¢»¥ ± ª°¨¢¨§®© k = const 6= 0 ¨ ª°³·¥¨¥¬, ¯°¨¨-¬ ¾¹¨¬ ¤¢  ° §«¨·»µ § ·¥¨¿: �1 ¨ �2. � ª¨¥ ª°¨¢»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ª®ª ²¥ -¶¨¿¬¨ ¢¨²®¢»µ «¨¨© ¢¤®«¼!1 = 0@ �10k 1A ¨ !2 = 0@ �20k 1A :�®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ±¥¬¥©±²¢® «¥¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   ¥¢ª«¨¤®-¢®© £°³¯¯¥ G = E(3;R) = R3 n SO(3;R) ¨¬¥¥² ¢¨¤ � = f(e1; A); (e1; B)g �



33e(3;R) = R3h so(3;R), £¤¥A = 0@ 0 �k 0k 0 ��10 �1 0 1A ¨ B = 0@ 0 �k 0k 0 ��20 �2 0 1A :�¬¥¥¬ Lie(�) = R3h so(3;R) ¢ ±¨«³ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢»·¨±«¥¨©:(e1; A)� (e1; B) = (�1 � �2)(0; A1)¨ [(e1; A); (e1; B)] = (�1 � �2)(0; A2);£¤¥ ¨±¯®«¼§®¢ » ®¡®§ ·¥¨¿A1 = E32 � E23; A2 = E13 �E31; A3 = E21 � E12:�®£¤  [(0; A1); (0; A2)] = (0; A3), ¨ ¯®½²®¬³ (0; so(3;R))� Lie(�). �«¥¤®¢ ²¥«¼®,(e1; 0) 2 Lie(�), ¨ [(e1; 0); (0; so(3;R))] = (R3; 0) � Lie(�). �² ª, Lie(�) = R3hso(3;R) = e(3;R).�®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 7.1, «¾¡ ¿  · «¼ ¿ ²®·ª  x0 2 R3 ¨ «¾¡®©  · «¼»©°¥¯¥° ¢ x0 ¬®£³² ¡»²¼ ±®¥¤¨¥» ± «¾¡®© ª®¥·®© ²®·ª®© x1 2 R3 ¨ «¾-¡»¬ ª®¥·»¬ °¥¯¥°®¬ ¢ x1 ¢¤®«¼ ¨²¥£° «¼»µ ª°¨¢»µ «¥¢®¨¢ °¨ ²®£®±¥¬¥©±²¢  � ¢ G = E(3;R).7.4.2. �¥¯¥°» �¥°°¥-�°¥¥ ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �¥§³«¼² ²» ¯°¥¤»¤³-¹¥£® ¯³ª²  ®¡®¡¹ ¾²±¿ ¤«¿ ª°¨¢»µ ¢Rn, ¢±¥ ª°¨¢¨§» ª®²®°»µ, ª°®¬¥ ®¤®©,´¨ª±¨°®¢ »,   ®±² ¾¹ ¿±¿ ±¢®¡®¤ ¿ ª°¨¢¨§  ¬®¦¥² ¯°¨¨¬ ²¼ «¾¡»¥ ¯®-«®¦¨²¥«¼»¥ § ·¥¨¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 6.3, ¬ ²°¨¶» A ¨ B ¢½²®¬ ±«³· ¥ ¯®°®¦¤ ¾² so(n;R) ¨«¨ u(2m;R). �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿±¨±²¥¬  ¢ G ¨¬¥¥² ¢¨¤ � = f(e1; A+ uB) j u > 0g:�¥¯¥°¼ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® Lie(�) = Rnh L(K), £¤¥ L(K) ° ¢®  «£¥¡°¥ �¨ «¨¡®£°³¯¯» K = SO(n;R), «¨¡® £°³¯¯» K = U(2m;R). �® ²¥®°¥¬¥ 6.3 ¯°®¥ª¶¨¿�� : Lie(�)! L(K); (a;A) 7! A;¿¢«¿¥²±¿ ±¾°º¥ª¶¨¥©. � ¤°³£®© ±²®°®», ker �� ¥ ¬®¦¥² ° ¢¿²¼±¿ ³«¾, ².ª.²®£¤  Lie(�) ¡»«  ¡» ¨§®¬®°´  L(K), ·²® ¥¢®§¬®¦® ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® ¤«¿±¨±²¥¬» � ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¨ ¢ ª ª®© ª®¬¯ ª²®©¯®¤£°³¯¯¥ £°³¯¯» G = RnnK. �®½²®¬³ (a; 0) 2 Lie(�) ¤«¿ ¥ª®²®°®£® a 2 Rn,a 6= 0. �§ § ª®  ³¬®¦¥¨¿ ¢ Rnh L(K)[(v; 0); (b; B)] = (�Bv; 0)±«¥¤³¥², ·²® ker �� ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬ ¢ L. �°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® Im�� =L(K) ¨ L(K)a = Rn, ¯®«³· ¥¬ Lie(�) = L.�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¨¬¥¨¬  ²¥®°¥¬  7.1, ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢»¢®¤» ®¡ ³¯° ¢-«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ª°¨¢»µ ¢ Rn ±«¥¤³¾², ª ª ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯³ª²¥.



34 7.4.3. �´´¨»¥ ±¨±²¥¬»   Rn. � ±±¬®²°¨¬  ´´¨³¾ ±¨±²¥¬³ ±® ±ª -«¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬_x = Ax + a+ u(Bx+ b); x 2 Rn; u 2 U � R; (7.3)£¤¥ A, B | ¢¥¹¥±²¢¥»¥ n� n{¬ ²°¨¶»,   a, b | ¢¥ª²®°» ¢ Rn.�° ¢¥¨¥ (7.3) ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª · ±²¼ ¡®«¼¸¥© ±¨±²¥¬», ª®²®° ¿®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ H ®°¡¨²³ ¯° ¢®¨¢ °¨- ²®© ±¨±²¥¬» fA+ uB j u 2 Ug � gl(n;R) (7.4)  GL(n;R). �«¥¬¥²» X = (a;A) ¨ Y = (b; B) ¯°¨ ¤«¥¦ ²  «£¥¡°¥ �¨ L =RnhL(H) � aff(n;R) £°³¯¯» �¨ G = RnnH � A�(n;R); ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ L(H) «£¥¡°³ �¨ £°³¯¯» H. �²® ¯®¤ «£¥¡°  gl(n;R), ¯®°®¦¤¥ ¿ ¬®¦¥±²¢®¬ (7.4).�¥¯¥°¼ � = fX + uY j u 2 Ug � L¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬    G.�´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  (7.3) ¨¤³¶¨°®¢   ±¨±²¥¬®© �. �®«¥¥ ²®£®,  ´´¨®¥ ¤¥©-±²¢¨¥ £°³¯¯» �¨ G ²° §¨²¨¢®   Rn, ².ª. G ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ²° ±«¿¶¨¨. �®�«¥¤±²¢¨¾ 3.3 ¥±«¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    £°³¯¯¥ �¨G, ²®  ´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  (7.3) ³¯° ¢«¿¥¬    Rn. �® ¯®±²°®¥¨¾, ¤«¿ ±¯°®¥-¶¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬» �H = ��(�)   H ¨¬¥¥¬ Lie(�H ) = L(H). �®½²®¬³ ¯®²¥®°¥¬¥ 7.4 ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � (¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ´´¨ ¿ ±¨±²¥-¬  (7.3)) ³¯° ¢«¿¥¬  ¯°¨ ³±«®¢¨¿µ:(i) «¨¡® H ª®¬¯ ª² , «¨¡® �H ³¯° ¢«¿¥¬    H, ¨(ii) Lie(�) = L.7.5. �°¨¬¥· ¨¿. �¥§³«¼² ²» ¢ 7.1{7.3 ¯®«³·¥» �. �® °®¬, �. �¦ °¤-¦¥¢¨·¥¬, �. �³¯ª®©, ¨ �. � ««¥ [40].�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 7.1 ¤«¿ · ±²»µ ±«³· ¥¢ G = RnnSO(n;R) ¨ R2mnU(2m;R) ¢ 7.1.1 ¨ ¯°¨«®¦¥¨¿ ¢ 7.4 ¯°¨ ¤«¥¦ ² �. �¦ °¤¦¥¢¨·³ [95].�¤¨ ¨§ ° ¨µ °¥§³«¼² ²®¢ ¯® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬  ¥¢ª«¨¤®¢®© £°³¯¯¥ ¡»« ¯®«³·¥ �. � ««¥ [40]. �²® ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ®·¥¢¨¤®±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 7.1:�¥®°¥¬  7.5. �³±²¼ X1 = (a;A); X2 = (b; B) 2 Rn h so(n;R) | ¯° ¢®-¨¢ °¨ ²»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿   £°³¯¯¥ �¨ G = E(n;R). �«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿¤®±² ²®·» ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» � = fX1; X2g   G:(i) Lie(X1; X2) = L ¨(ii) a 2 ImA ¨ b 2 ImB.8. �®«³¯°®±²»¥ £°³¯¯» �¨�«£¥¡°  �¨ L  §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¯°®±²®©, ¥±«¨ ®  ¥ ±®¤¥°¦¨² ¥³«¥¢»µ ° §-°¥¸¨¬»µ ¨¤¥ «®¢. �°³¯¯  �¨ G  §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¯°®±²®©, ¥±«¨ ¥¥  «£¥¡°  �¨ L¯®«³¯°®±² . �«£¥¡°  �¨ L  §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²®©, ¥±«¨ ®  ¥ ±®¤¥°¦¨² ¥²°¨¢¨- «¼»µ (².¥. ®²«¨·»µ ®² f0g ¨ L) ¨¤¥ «®¢. �®«³¯°®±² ¿  «£¥¡°  �¨ ¿¢«¿¥²±¿¯°¿¬®© ±³¬¬®© ±¢®¨µ ¯°®±²»µ ¥ ¡¥«¥¢»µ ¨¤¥ «®¢.� ¤ ®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® L|¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ª®¥·®¬¥° ¿¯®«³¯°®±² ¿  «£¥¡°  �¨.8.1. �±¯®¬®£ ²¥«¼»¥ ´ ª²».



358.1.1. �¥£³«¿°»¥ ½«¥¬¥²». �«¿ «¾¡®£® ½«¥¬¥²  B 2 L ®¯°¥¤¥«¥ ¯°¨±®-¥¤¨¥»© ®¯¥° ²®°adB : L! L; adB(C) = [B;C]; C 2 L:�«£¥¡°  �¨ L ¯®«³¯°®±²  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ´®°¬  �¨««¨£ Kil : L� L! R; Kil (A;B) = tr(adA � adB)¥¢»°®¦¤¥ .�®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥ PB(t) = det(adB � t Id) = (�1)ntn + a1(B)tn�1 + a2(B)tn�2 + � � �+ an(B);n = dimL;¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ®¯¥° ²®°  adB, B 2 L,   a1(B), : : : , an(B)¿¢«¿¾²±¿ ´®°¬ ¬¨   L. � ª ª ª adB(B) = 0, ²® an(B) � 0. � ¨¬¥¼¸¥¥·¨±«® r ² ª®¥, ·²®an�r+1 � 0; an�r+2 � 0; : : : ; an � 0; ® an�r 6� 0; §»¢ ¥²±¿ ° £®¬  «£¥¡°» �¨ L ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ rkL. �«¥¬¥² B 2 L  §»¢ -¥²±¿ °¥£³«¿°»¬, ¥±«¨ an�r(B) 6= 0; r = rkL:�«¿ °¥£³«¿°®£® ½«¥¬¥²  B ³«¼ 0 2 C ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬ ¯°¨-±®¥¤¨¥®£® ®¯¥° ²®°  adB ª° ²®±²¨ r, ¯®½²®¬³dim(ker adB) = rkL:�®¦¥±²¢® °¥£³«¿°»µ ½«¥¬¥²®¢ ®²ª°»²® ¨ ¢±¾¤³ ¯«®²® ¢ L.8.1.2. � §¨± �¥©«¿ ¨ ®°¬ «¼ ¿ ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ´®°¬ . �³±²¼ L | ª®¥·-®¬¥° ¿ ¯®«³¯°®±² ¿  «£¥¡°  �¨  ¤ C . �³±²¼ L0 | ¯®¤ «£¥¡°  � °²   «£¥¡°» �¨ L, ².¥. ¨«¼¯®²¥² ¿ ¯®¤ «£¥¡° , ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ®°-¬ «¨§ ²®°®¬ ¢ L. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ R ¬®¦¥±²¢® ¥³«¥¢»µ ª®°¥©  «£¥¡°»�¨ L ®²®±¨²¥«¼® L0. �®£¤  ¨¬¥¥²±¿ ° §«®¦¥¨¥ L ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³L = L0 �X�fL� j � 2 Rg;£¤¥ L�, � 2 R, | ®¤®¬¥°»¥ ª®°¥¢»¥ ¯°®±²° ±²¢ .�«¿ «¾¡®£® � 2 R ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥»© ½«¥¬¥² H� 2 L0 ² ª®©, ·²®Kil (H;H�) = �(H) ¤«¿ ¢±¥µ H 2 L0:�¯°¥¤¥«¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯°®±²° ±²¢  L0:L(0) =X�fRH� j � 2 Rg:�¬¥¥¬ L0 = L(0)� iL(0):�²®¦¤¥±²¢¨¬ R ± ±®¯°¿¦¥»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ L(0)� ¯°®±²° ±²¢  L(0) ¨ ¢¢¥-¤¥¬   ª®°¿µ ¨§ R ¯®°¿¤®ª, ¨¤³¶¨°®¢ »© ª ª¨¬-¨¡³¤¼ ¯®°¿¤ª®¬   «¨-¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ L(0)�. �®«®¦¨²¥«¼»© ª®°¥¼  §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²»¬, ¥±«¨¥£® ¥«¼§¿ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ¤¢³µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ª®°¥©. �¡®§ ·¨¬¬®¦¥±²¢® ¯°®±²»µ ª®°¥© ·¥°¥§ �+.



36 �«¿ «¾¡®£® ª®°¿ � 2 R ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ½«¥¬¥² E� 2 L�, ·²® ¢»¯®«¥®° ¢¥±²¢® Kil (E�; E��) = 1 ¨ ¤«¿ ¢±¥µ �; � 2 R[E�; E��] = H�;[H;E�] = �(H)E� ¤«¿ ¢±¥µ H 2 L0;[E�; E�] = � 0 ¯°¨ �+ � =2 R;N��E�+� ¯°¨ �+ � 2 R;£¤¥ N�� | ¥ª®²®°»¥ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« . �¨±²¥¬ H�; � 2 �+; E�; � 2 R §»¢ ¥²±¿ ¡ §¨±®¬ �¥©«¿  «£¥¡°» �¨ L ®²®±¨²¥«¼® ¯°®±²° ±²¢  L0.�®¤¯°®±²° ±²¢® L = L(0)�X�fRE� j � 2 Rg (8.1)¿¢«¿¥²±¿ ¢¥¹¥±²¢¥®© ®°¬ «¼®© ´®°¬®© ª®¬¯«¥ª±®©  «£¥¡°» �¨ L, ¥¤¨-±²¢¥®© ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¨§®¬®°´¨§¬ .8.1.3. �²°®£® °¥£³«¿°»¥ ½«¥¬¥²». �¾¡®© ½«¥¬¥² A 2 L ¨¬¥¥² ¥¤¨±²-¢¥®¥ ° §«®¦¥¨¥ A = A(0) +Xfk�E� j � 2 Rg; (8.2)£¤¥ A(0) 2 L(0); k� 2 R:� ¬¥· ¨¥. �«¥¬¥² B 2 L(0) °¥£³«¿°¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ½«¥-¬¥²» �(B) ®²«¨·» ®² ³«¿ ¤«¿ ¢±¥µ � 2 R.�«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ±¢®©±²¢ , ¡«¨§ª¨¥ ª °¥£³«¿°®±²¨, ®ª §»¢ ¾²±¿ ±³¹¥±²¢¥-»¬¨ ¢ ¢®¯°®± µ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.1. �«¥¬¥² B 2 L  §»¢ ¥²±¿ ±²°®£® °¥£³«¿°»¬, ¥±«¨:(i) B °¥£³«¿°¥ ¨(ii) ¢±¥ ¥³«¥¢»¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ®¯¥° ²®°  adB ¯°®±²».�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.2. �³±²¼ A 2 L, A =2 L(0) ¨ B 2 L(0). �«¥¬¥² B  §»¢ -¥²±¿ A-±²°®£® °¥£³«¿°»¬, ¥±«¨ ½«¥¬¥²» �(B) ®²«¨·» ®² ³«¿ ¨ ° §«¨·»¤«¿ ¢±¥µ � 2 R ² ª¨µ, ·²® k� 6= 0 ¢ ° §«®¦¥¨¨ (8.2).� ¬¥· ¨¥. �«¿ ±° ¢¥¨¿ ±¢®©±²¢ ±²°®£®© °¥£³«¿°®±²¨ ¨ A-±²°®£®© °¥-£³«¿°®±²¨, § ¬¥²¨¬, ·²® ½«¥¬¥² B 2 L(0) ±²°®£® °¥£³«¿°¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  ½«¥¬¥²» �(B) ®²«¨·» ®² ³«¿ ¨ ° §«¨·» ¤«¿ ¢±¥µ ª®°¥© � 2 R.8.1.4. �®°¥¢»¥ ° §«®¦¥¨¿ ¯® ±®¡±²¢¥»¬ ¯°®±²° ±²¢ ¬ ±²°®£® °¥£³-«¿°®£® ½«¥¬¥² . �»¡¥°¥¬ ¨ § ´¨ª±¨°³¥¬ «¾¡®© ±²°®£® °¥£³«¿°»© ½«¥¬¥²B 2 L.�®¬¯«¥ª±¨´¨ª ¶¨¿ Lc = L
RC ¿¢«¿¥²±¿ ª®¬¯«¥ª±®© ¯®«³¯°®±²®©  «£¥¡°®©�¨. �°¨±®¥¤¨¥»© ®¯¥° ²®° ¢ Lc ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ªadcB : Lc ! Lc; adcB(C) = [B;C]; C 2 Lc:� ±¨«³ ±²°®£®© °¥£³«¿°®±²¨ B, ¯°®±²° ±²¢®L0 = ker adcB



37¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ «£¥¡°®© � °²    «£¥¡°» �¨ Lc. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Sp(B) ¯®¤¬®-¦¥±²¢® C ¢±¥µ ¥³«¥¢»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ®¯¥° ²®°  adB. �²¬¥²¨¬, ·²®¨¬¥¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬ R! Sp(B); � 7! �(B) (8.3)¬¥¦¤³ Sp(B) ¨ R | ¬®¦¥±²¢®¬ ª®°¥©  «£¥¡°» �¨ Lc ®²®±¨²¥«¼® ¯®¤ «-£¥¡°» � °²   L0. �®½²®¬³ ¬®¦® ®¡®§ · ²¼ ª®°¥¢»¥ ¯°®±²° ±²¢ L�; � 2 R;ª ª La; a = �(B) 2 Sp(B):� ¬¥²¨¬, ·²® La = �(La), a 2 Sp(B), £¤¥ a | ª®¬¯«¥ª±®¥ ±®¯°¿¦¥¨¥ ±®¡±²-¢¥®£® § ·¥¨¿ a,   � | ±®¯°¿¦¥¨¥ ¢ Lc ®²®±¨²¥«¼® L.�«¿ a 2 Sp(B) ° ±±¬®²°¨¬ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ¯°®±²° ±²¢®L(a) = (La + La) \ L:�¬¥¥¬ dimL(a) = 1 ¯°¨ a 2 R;¢ ½²®¬ ±«³· ¥ L(a) ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ®¯¥° ²®°  adB, ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ a, ¨dimL(a) = 2 ¯°¨ a =2 R;²®£¤  L(a) ¿¢«¿¥²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¤«¿ adB. � ª¨¬ ®¡° §®¬,¯®«³· ¥¬ ° §«®¦¥¨¥ ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ±®¡±²¢¥»µ ¯°®±²° ±²¢ ¨ ¨¢ °¨ ²-»µ ¯°®±²° ±²¢:Lc = ker adcB �X�fLa j a 2 Sp(B)g;L = ker adB �X�fL(a) j a 2 Sp(B); Ima � 0g: (8.4)�®£¤  «¾¡®© ½«¥¬¥² A 2 Lc ¨¬¥¥² ª®¬¯«¥ª±®¥ ° §«®¦¥¨¥A = A0 +XfAa j a 2 Sp(B)g; A0 2 ker adcB; Aa 2 La; (8.5)  «¾¡®© ½«¥¬¥² A 2 L | ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ° §«®¦¥¨¥A = A(0) +XfA(a) j a 2 Sp(B); Ima � 0g; (8.6)A(0) 2 ker adB; A(a) 2 L(a):8.2. �¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬». �¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬   ¯®«³¯°®±²»µ £°³¯¯ µ �¨.�°¥¦¤¥ ¢±¥£® ®²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¯®«³¯°®±²»µ  «£¥¡° µ �¨ ° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥¢»¯®«¥® ¢ ±«³· ¥ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿.�¥®°¥¬  8.1. �±«¨  «£¥¡°  �¨ L ¯®«³¯°®±² , ²® ¬®¦¥±²¢® S ¢±¥µ ¯ °(A;B) ¢ L� L, ¤«¿ ª®²®°»µ  «£¥¡°  �¨, ¯®°®¦¤¥ ¿ A, B, ° ¢  L, ¿¢«¿¥²±¿®²ª°»²»¬ ¢±¾¤³ ¯«®²»¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ L � L.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ Lie(A;B) = L, ²® ®¤®°®¤ ¿ ±¨±²¥¬  f�A;�Bg³¯° ¢«¿¥¬    G. �® ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»¥ ±¨±²¥¬» ±®µ° ¿¾² ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼¯°¨ ¬ «»µ ¢®§¬³¹¥¨¿µ (±¬. ²¥®°¥¬³ 2.10), ¯®½²®¬³ S ®²ª°»²®.�²®¡» ¯®ª § ²¼, ·²® S ¢±¾¤³ ¯«®²®, ¢®§¼¬¥¬ «¾¡®© ±²°®£® °¥£³«¿°»©½«¥¬¥² B 2 L ¨ «¾¡®© ½«¥¬¥² A ¨§ L, ¤«¿ ª®²®°®£® A(a) 6= 0 ¤«¿ a 2 Sp(B)



38¢ ° §«®¦¥¨¨ (8.6). � ª¨¥ ¯ °» ®¡° §³¾² ¢±¾¤³ ¯«®²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® L�L,¨ ª ¦¤ ¿ ¯ °  (A;B) ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®¦¥±²¢³ S.� ¯®«³¯°®±²®¬ ±«³· ¥ ®¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬» ¥±²¥±²¢¥® ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®©¡®«¥¥ ¯°®±²³¾ ±¨²³ ¶¨¾ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ (±¬. x 5).�¥®°¥¬  8.2. �³±²¼ G | ¯®«³¯°®±² ¿ ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨. �®£¤  ¤«¿ ¯ °»½«¥¬¥²®¢ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ A;B ¨§ L ±¨±²¥¬  � = f�A;�Bg ³¯° ¢«¿¥¬   G.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ¯ °» ½«¥¬¥²®¢ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ A;B ¢  «£¥¡°¥ �¨£°³¯¯» �¨ G ½«¥¬¥²» A;B ¯®°®¦¤ ¾² ½²³  «£¥¡°³ �¨, ±¬. ²¥®°¥¬³ 8.1. �®²¥®°¥¬¥ 5.2, ®¤®°®¤ ¿ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬ .8.3. �¥®¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬» ± ¢¥ª²®°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬. � ±«³· ¥¥®£° ¨·¥®£® ¬®¦¥±²¢  ³¯° ¢«¥¨¿ ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ¥®¤®°®¤-»µ ±¨±²¥¬ ± ¢¥ª²®°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ «¥£ª® ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ¯°¥¤»¤³-¹¥£® ¯³ª²  ®¡ ®¤®°®¤»µ ±¨±²¥¬ µ.�¥®°¥¬  8.3. �³±²¼ G | ¯®«³¯°®±² ¿ ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨. �®£¤  ¤«¿ ½«¥-¬¥²®¢ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ A, B1, : : : , Bm 2 L ±¨±²¥¬ � = (A + mXi=1 uiBi j ui 2 R)³¯° ¢«¿¥¬    G.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® span(B1; : : : ; Bm) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢«¨¥¢±ª®¬  ±»¹¥¨¨ LS(�). �® ²¥®°¥¬¥ 8.1 ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ  ¡®°®¢ ¨§ m ¯° -¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© (B1; : : : ; Bm), ¯®°®¦¤ ¾¹¨µ L, ®²ª°»²® ¨¢±¾¤³ ¯«®²®. �¾¡ ¿ ±¨±²¥¬  � ± ² ª¨¬¨ B1; : : : ; Bm ³¯° ¢«¿¥¬  ¥§ ¢¨±¨¬®®² ¢¥ª²®°  ±®±  A.8.4. �¥®¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬» ±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬. �¥¯¥°¼ ° ±-±¬®²°¨¬ £®° §¤® ¡®«¥¥ ±«®¦»© ±«³· © ±¨±²¥¬ ¢¨¤  � = A +RB.8.4.1. �®°¬³«¨°®¢ª¨ ²¥®°¥¬. �¢¥¤¥¬   ª®¬¯«¥ª±®© ¯«®±ª®±²¨ C «¥ª±¨ª®-£° ´¨·¥±ª¨© ¯®°¿¤®ª: a > b, ¥±«¨ Re a > Re b ¨«¨ Re a = Re b ¨ Ima > Im b.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.3. �®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ a 2 Sp(B)  §»¢ ¥²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼-»¬ (±®®²¢¥²±²¢¥® ¬¨¨¬ «¼»¬), ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ b 2 Sp(B), b > 0 (±®®²-¢¥²±²¢¥® b < 0), ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢® [La; Lb] = f0g.([La; Lb] ¥±²¼ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¯®°®¦¤¥®¥ ª®¬¬³² ²®° ¬¨ [X;Y ],X 2 La, Y 2 Lb.)�¥®°¥¬  8.4. �³±²¼ G| ¯®«³¯°®±² ¿ ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ± ª®¥·»¬ ¶¥²-°®¬ ¨  «£¥¡°®© �¨ L. �®£¤  ¯°¨ A;B 2 L ±¨±²¥¬  � = A +RB ³¯° ¢«¿¥¬   G, ¥±«¨ ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:(1) B ±²°®£® °¥£³«¿°¥.(2) Lie(A;B) = L.(3) �³±²¼ A = A0 +PfAa j a 2 Sp(B)g | ° §«®¦¥¨¥ ½«¥¬¥²  A ¯® ±®¡±²-¢¥»¬ ¯°®±²° ±²¢ ¬ ®¯¥° ²®°  adcB, ±¬. (8:5). �®£¤  As 6= 0, ¥±«¨ s¬ ª±¨¬ «¼® ¨«¨ ¬¨¨¬ «¼®.



39(4) �±«¨ s 2 Sp(B) ¬ ª±¨¬ «¼® ¨ ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ · ±²¼ r = Re s ¿¢«¿¥²±¿¥³«¥¢»¬ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬ ®¯¥° ²®°  adcB, ²® Kil (Ar ; A�r) < 0¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® Lr ¨ Ls ¯°¨ ¤«¥¦ ² ®¤®¬³ ¯°®±²®¬³ ¨¤¥ «³  «£¥¡°»�¨ Lc.� ¬¥· ¨¥. �±¥ ³±«®¢¨¿ (1){(4) ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯®«³ «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ¯®¤¬®-¦¥±²¢  ¢ L � L. �®«¥¥ ²®£®, ¯®¤¬®¦¥±²¢ , ®¯°¥¤¥«¥»¥ ³±«®¢¨¿¬¨ (1){(3),®²ª°»²» ¨ ¢±¾¤³ ¯«®²» ¢ L � L.�²®¡» ¯¥°¥©²¨ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 8.4, ° ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬» � � L,³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:A) � ¿¢«¿¥²±¿ ª«¨®¬, ².¥. § ¬ª³²»¬ ¢»¯³ª«»¬ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ ª®³±®¬.B) � ª±¨¬ «¼®¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® E(�), ±®¤¥°¦ ¹¥¥±¿ ¢ �,  §»-¢ ¥¬®¥ £° ¼¾ �, ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ «£¥¡°®© �¨ ¢ L.C) �«¿ «¾¡®£® X 2 E(�) ¨ «¾¡®£® t 2 R ®¯¥° ²®° exp(t adX) ®²®¡° ¦ ¥² �¢ ±¥¡¿.D) E(�) ±®¤¥°¦¨² ±²°®£® °¥£³«¿°»© ½«¥¬¥² B.E) �±«¨ s 2 Sp(B) ¨ s ¬ ª±¨¬ «¼® (±®®²¢¥²±²¢¥® ¬¨¨¬ «¼®), ²® ±³-¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° X+ (±®®²¢¥²±²¢¥® X�) ¢ � ² ª®©, ·²® X+(s) 6= 0 (±®®²¢.X�(s) 6= 0).F) �±«¨ r 2 Sp(B) | ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ · ±²¼ ¬ ª±¨¬ «¼®£® ±®¡±²¢¥®£® § -·¥¨¿ s ¨ ¥±«¨ Lr ¨ Ls ¯°¨ ¤«¥¦ ² ®¤®¬³ ¯°®±²®¬³ ¨¤¥ «³  «£¥¡°» �¨ Lc,²® ±³¹¥±²¢³¾² X+; X� 2 � ² ª¨¥, ·²® Kil (X+(r); X�(�r)) < 0.� ¬¥· ¨¥. �¢®©±²¢  A), B), C) ®§ · ¾², ·²® � ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥¢±ª¨¬ ª«¨®¬(±¬. x 4).�¥®°¥¬  8.5. �±«¨ ±¨±²¥¬  � � L ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ A) { F) ¨ ¢»-¯®«¥® ° ¢¥±²¢® Lie(�) = L, ²® � ³¯° ¢«¿¥¬    G.�¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨© ¡®«¥¥ ®¡¹¨© °¥§³«¼² ².�¥®°¥¬  8.6. �±«¨ ±¨±²¥¬  � � L ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ D), E), F) ¨¢»¯®«¥® ° ¢¥±²¢® Lie(�) = L, ²® � ³¯° ¢«¿¥¬    G.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¨¥¢±ª®¥  ±»¹¥¨¥ LS(�) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®-°¥¬» 8.5.�±®¢®© °¥§³«¼² ² ¯® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ¯®«³¯°®±²»µ £°³¯¯ µ �¨ | ²¥®°¥-¬  8.4 | «¥£ª® ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 8.5.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¨¥¢±ª®¥  ±»¹¥¨¥ LS(�) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¢±¥¬ ³±«®¢¨-¿¬ ²¥®°¥¬» 8.5. � ¯°¨¬¥°, ·²®¡» ¤®ª § ²¼ ·²® �B 2 E(LS(�)), ° ±±¬®²°¨¬¯°¥¤¥«» limu!�1(A+ uB)=juj = �B;¯® ±¢®©±²¢³ A) ½²¨ ¯°¥¤¥«» ¯°¨ ¤«¥¦ ² LS(�).8.4.2. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 8:5. �¡®§ ·¨¬·¥°¥§ Sim(L) (±®®²¢¥²±²¢¥-® Sim(Lc)) ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯°®±²»µ ¨¤¥ «®¢ ¢ L (±®®²¢¥²±²¢¥® Lc). �¬¥¥¬° §«®¦¥¨¥  «£¥¡° �¨ ¢ ¯°¿¬»¥ ±³¬¬»:L =X�f� j � 2 Sim(L)g; Lc =X�fS j S 2 Sim(Lc)g:�®¯°¿¦¥¨¥ � : Lc ! Lc ¯¥°¥±² ¢«¿¥² ½«¥¬¥²» Sim(Lc). �¬¥¥²±¿ ±«¥¤³¾-¹ ¿ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ Sim(L) ¨ Sim(Lc) :



40 (1) Sim(L) = f(S + �S) \ L j S 2 Sim(Lc)g.(2) �±«¨ � 2 Sim(L) ¨ �c ®¡®§ · ¥² ¥£® ª®¬¯«¥ª±¨´¨ª ¶¨¾, ²® «¨¡® �c 2Sim(Lc) (¢³²°¥¨© ±«³· ©), «¨¡® �c = S1 � S2, S1; S2 2 Sim(Lc) (¢¥¸¨©±«³· ©). �® ¢¥¸¥¬ ±«³· ¥ � ¨¤³¶¨°³¥² ¨§®¬®°´¨§¬  «£¥¡° �¨ S1 ! S2, ¨� ¬®¦® ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ± £° ´¨ª®¬ � ¢ S1 � S2, ².¥. � = f(x; �(x)) j x 2 S1g.�³±²¼ B 2 L | ±²°®£® °¥£³«¿°»© ½«¥¬¥² ¢ L. �®¤ «£¥¡°  � °²   L0 =ker adcB of Lc ° ±¹¥¯«¿¥²±¿:L0 =X�fL0 \ S j S 2 Sim(Lc)g:� ¦¤®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ L0 \ S ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ «£¥¡°®© � °²   S. �¨±²¥¬  ª®°¥©R  «£¥¡°» �¨ Lc ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨¥¨¥¬ ±¨±²¥¬ ª®°¥© RS, S 2 Sim(Lc).� ±¨«³ ¡¨¥ª¶¨¨ (8.3), ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ L� ¨ L(�) ¢¬¥±²® L�(B) ¨ L(�(B)). �®¯°¿-¦¥¨¥ � ¤¥©±²¢³¥²   R ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: �(�)(X) = �(�(X)), £¤¥ X 2 Lc.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.4. �¢¥¤¥¬   ¬®¦¥±²¢¥ R[f0g ±²°³ª²³°³ ¯®«®£® ¯®°¿¤ª ,¯¥°¥¥±¥³¾ ¨§ Sp(B) [ f0g ¡¨¥ª¶¨¥© � 2 R [ f0g 7! �(B) 2 Sp(B) [ f0g.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.5. �®°¥¼ � 2 R ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼»¬ (±®®²¢¥²±²¢¥®¬¨¨¬ «¼»¬), ¥±«¨ �(B) 2 C ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼»¬ (±®®²¢¥²±²¢¥® ¬¨¨-¬ «¼»¬) ¢ ±¬»±«¥ �¯°¥¤¥«¥¨¿ 8.3.�²® ½ª¢¨¢ «¥²® ª« ±±¨·¥±ª®¬³ ®¯°¥¤¥«¥¨¾: � ¬ ª±¨¬ «¥ (±®®²¢¥²±²¢¥-® ¬¨¨¬ «¥), ¥±«¨ �+ � =2 R ¯°¨ � 2 R ¨ � > 0 (±®®²¢¥²±²¢¥® � < 0).�³±²¼ S 2 Sim(Lc) | ¯°®±² ¿ ª®¬¯®¥²  Lc ¨ s (±®®²¢¥²±²¢¥® �s) ¥¥¬ ª±¨¬ «¼»© (±®®²¢¥²±²¢¥® ¬¨¨¬ «¼»©) ª®°¥¼.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.6. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ R0S ¬®¦¥±²¢® ª®°¥© � 2 RS ² ª¨µ,·²® � + s ¨«¨ � � s ¿¢«¿¥²±¿ ª®°¥¬. R00S ¡³¤¥² ®¡®§ · ²¼ ¤®¯®«¥¨¥ RS n(R0S [ fs;�sg).�°¥¤«®¦¥¨¥ 8.1. 1) �±«¨ �; � 2 R0S ®¤®£® § ª  ¨ �+� 2 RS, ²® �+� 2fs;�sg.2) �±«¨ � 2 R0S, � 2 R00S ¨ �+� 2 RS , ²® �+� 2 R0S ¨ �, �+� ®¤®£® § ª .3) �±«¨ �; � 2 R00S ¨ �+ � 2 RS , ²® �+ � 2 R00S .�«¥¤±²¢¨¥ 8.1. 1) �±«¨ �; � 2 R0S ®¤®£® § ª , ²® ¤«¿ ¢±¥µ  2 R00S ² ª¨µ,·²® � + � +  2 RS ¨ «¨¡® � + , «¨¡® � +  ¿¢«¿¥²±¿ ª®°¥¬, ²® ¨¬¥¥¬�+ � +  2 fs;�sg.2) �±«¨ � 2 R0S , �;  2 R00S, � + � +  2 RS ¨, ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥, ®¤  ¨§«¨¥©»µ ´®°¬ � + �, � + , � +  ¿¢«¿¥²±¿ ª®°¥¬, ²® � + � +  2 R0S ¨ �,�+ � +  ®¤®£® § ª .�¥¯¥°¼ ®¡º¿±¨¬ ®±®¢³¾ ¨¤¥¾ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 8.5 ¢ ±«³· ¥ ¯°®-±²®©  «£¥¡°» �¨ L.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ L0  «£¥¡°³ �¨, ¯®°®¦¤¥³¾ ¯°®±²° ±²¢ ¬¨ fL� j � 2R0S [ f�sgg. � ±±¬®²°¨¬  «£¥¡°³ �¨ I, ¯®°®¦¤¥³¾ ½«¥¬¥² ¬¨ X ¨§ L0² ª¨¬¨, ·²® RX � �.�®¦¥±²¢® I ¥¯³±²®; ¥±«¨ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ®® ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬ L, ²®¯®«³·¨¬ � = L.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²®£®, ·²® I ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬, ¯°®¢¥°¿¥¬   £¥¥° ²®-° µ X(�)  «£¥¡°» �¨ I ¨ Y (�)  «£¥¡°» �¨ L, ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥±²¢®[X(�); Y (�)] 2 I. �²® ¢ ®±®¢®¬ ¯®«³· ¥²±¿ ¡« £®¤ °¿ ±¢®©±²¢ ¬ ±¨±²¥¬ ª®°-¥© R0S ¨ R00S, ®¯¨± »µ ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 8.1 ¨ ±«¥¤±²¢¨¨ 8.1.



41� ±«³· ¥ ¯®«³¯°®±²®©  «£¥¡°» �¨ L ¨¤¥¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 8.5   «®-£¨· .8.5. �¯¥¶¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿ £°³¯¯ . �°³¯¯  �¨ G = SL(n;R) ¯°®±²  ¨¨¬¥¥² ²°¨¢¨ «¼»© ¶¥²°, ¯®½²®¬³ ª ¥© ¯°¨¬¥¨¬» °¥§³«¼² ²» 8.4.�®§¼¬¥¬ «¾¡»¥ A;B 2 sl(n;R) ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²³¾ ±¨±²¥¬³� = A+RB   £°³¯¯¥ SL(n;R). �®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ®¯¥° ²®°  adB ¿¢«¿¾²±¿° §®±²¿¬¨ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© B. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �1, : : : , �n (¢®§¬®¦®ª®¬¯«¥ª±»¥) ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ B. �²°®£® °¥£³«¿°»¥ ½«¥¬¥²» ¢ sl(n;R)µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ¥° ¢¥±²¢ ¬¨�i � �j 6= �k � �l; fi; jg 6= fk; lg; i 6= j:�®¡±²¢¥®¥ ¯°®±²° ±²¢® La ®¯¥° ²®°  adB, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¢¥¹¥±²¢¥®-¬³ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ a = �i � �j 2 Sp(B) ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ¬ ²°¨¶ ¢¨¤ bi 
 cj , £¤¥ bi ¨ cj | ±®®²¢¥²±²¢¥® ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¬ ²°¨¶» B ¨ ¥¥²° ±¯®¨°®¢ ®© ¬ ²°¨¶» BT, ².¥. Bbi = �ibi ¨ BTcj = �jcj . �±«¨ ±®¡-±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ a 2 Sp(B) ª®¬¯«¥ª±®, ²® a ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬§ ·¥¨¥¬,   La ¥±²¼ ¤¢³¬¥°®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¯®°®¦¤¥®¥ ¬ ²°¨-¶ ¬¨ Re(bi 
 cj) ¨ Im(bi 
 cj). �®¡±²¢¥®¥ ¯°®±²° ±²¢® L0, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥³«¥¢®¬³ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾, ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ¬ ²°¨¶, ª®¬¬³²¨°³¾¹¨µ ±B. 8.5.1. �¯¥¶¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿ £°³¯¯  ¢ ° §¬¥°®±²¨ 2. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ²¨-¯¨·»µ ¯°¨¬¥°  ¤«¿ £°³¯¯» SL(2;R).�°¨¬¥° 8.1. �³±²¼ B = � 0 1�1 0 � :�®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ B ° ¢» �1 = i ¨ �2 = �i, ¯®½²®¬³ ¥³«¥¢»¥ ±®¡±²¢¥-»¥ § ·¥¨¿ ¯°¨±®¥¤¨¥®£® ®¯¥° ²®°  adB ¥±²¼ Sp(B) = f�ig. �¤¨¨·»¥±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» B ° ¢» b1 = (e1 + ie2)=p2 ¨ b2 = b1 = (e1 � ie2)=p2, £¤¥fe1; e2g | ª ®¨·¥±ª¨© ¡ §¨± R2. � ª ª ª BT = �B, ²® ¯®«³· ¥¬ c1 = b2 ¨c2 = b1. �®½²®¬³b1 
 c2 = 12 � 1 ii �1 � ¨ b2 
 c1 = 12 � 1 �i�i �1 � :�¨¥© ¿ ®¡®«®·ª  ¬ ²°¨¶Re(b1 
 c2) = 12 � 1 00 �1 � ¨ Im(b1 
 c2) = 12 � 0 11 0 �¿¢«¿¥²±¿ ¤¢³¬¥°»¬ «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ 2� 2{¬ ²°¨¶± ³«¥¢»¬ ±«¥¤®¬. �®½²®¬³ ° §«®¦¥¨¥ (8.4), ¯®°®¦¤¥®¥ ¬ ²°¨¶¥© B, ¥±²¼ª« ±±¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥¨¥ ¬ ²°¨¶   ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¨ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾· ±²¨.�°®¢¥°¨¬ ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬» 8.4. � ²°¨¶  B ¿¢«¿¥²±¿ ±²°®£® °¥£³«¿°»¬½«¥¬¥²®¬  «£¥¡°» �¨ sl(2;R). �±«®¢¨¥ (3) ®§ · ¥², ·²® ¬ ²°¨¶  A ¨¬¥¥² ¥-³«¥¢³¾ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾ · ±²¼. �°¨ ½²®¬ ³±«®¢¨¨ A ¨ B ¯®°®¦¤ ¾² sl(2;R)ª ª  «£¥¡°³ �¨. � ª®¥¶, ³±«®¢¨¥ (4) ¯³±²®. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯® ²¥®°¥¬¥ 8.4±¨±²¥¬  � = A +RB ³¯° ¢«¿¥¬    SL(2;R), ¥±«¨ ¬ ²°¨¶  A ¥ ª®±®±¨¬¬¥²-°¨· . �²® ³±«®¢¨¥ ² ª¦¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨: ¥±«¨ AT = �A, ²® °³¸ ¥²±¿ ° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ¤«¿ �.



42 �°¨¬¥° 8.2. �¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©B = � 1 00 �1 � :�®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ B ° ¢» �1, ¯®½²®¬³ Sp(B) = f�2g. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥±®¡±²¢¥»¥ ¯°®±²° ±²¢  adB ®¤®¬¥°» ¨ ¯®°®¦¤ ¾²±¿ ¬ ²°¨¶ ¬¨e1 
 e2 = � 0 10 0 � ¨ e2 
 e1 = � 0 01 0 � :�®§¼¬¥¬ ¬ ²°¨¶» B, e1 
 e2, ¨ e2 
 e1 ¢ ª ·¥±²¢¥ ¡ §¨±  ° §«®¦¥¨¿ (8.4) ¨§ ¯¨¸¥¬ «¾¡³¾ ¬ ²°¨¶³ A = (aij) ¢ ¢¨¤¥ A = a11B + a12e1 
 e2 + a21e2 
 e1.�® ²¥®°¥¬¥ 8.4 ±¨±²¥¬  � = A+RB ³¯° ¢«¿¥¬    SL(2;R), ¥±«¨ a12a21 < 0.� ¤°³£®© ±²®°®», ¥±«¨ a12a21 � 0, ²® � ¥³¯° ¢«¿¥¬ , ².ª. ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¡¨«¨-¥© ¿ ±¨±²¥¬ , ¨¤³¶¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬®© �, ¨¬¥¥² ¨¢ °¨ ²»¥ ª¢ ¤° ²»¢ R2.� ¬¥· ¨¥. �°¥¤¸¥±²¢³¾¹¨¥ ¤¢  ¯°¨¬¥°  ¿¢«¿¾²±¿ ¨±·¥°¯»¢ ¾¹¨¬¨ ¤«¿£°³¯¯» SL(2;R), ².ª. «¾¡ ¿ ¬ ²°¨¶  B 2 sl(2;R) ± ¥³«¥¢»¬ ±¯¥ª²°®¬ ¯®¤®¡-  ®¤®© ¨§ ¬ ²°¨¶� 0 b�b 0 � ; � b 00 �b � ; b 2 Rn f0g:� ¯®¬®¹¼¾ § ¬¥» ³¯° ¢«¥¨¿ u 7! u=b «¾¡ ¿ ±¨±²¥¬  � = A+RB   SL(2;R)± detB 6= 0 ±¢®¤¨²±¿ ª ±¨±²¥¬ ¬, ° ±±¬®²°¥»¬ ¢ ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¨µ ¤¢³µ¯°¨¬¥° µ.�¥¯¥°¼ ¢¥°¥¬±¿ ª ®¡¹¥¬³ ±«³· ¾ ¢ SL(n;R). �±«¨ ±²°®£® °¥£³«¿°»© ½«¥-¬¥² B ¨¬¥¥² ¢¥¹¥±²¢¥»© ±¯¥ª²°, ²®B ¤¨ £® «¨§¨°³¥¬. �®£¤  ±®¡±²¢¥»¥¯°®±²° ±²¢  ®¯¥° ²®°  adB ®¤®¬¥°» ¨ ¯®°®¦¤¥» ¬ ²°¨¶ ¬¨ ei
ej = Eij,£¤¥ e1, : : : , en | ±² ¤ °²»© ¡ §¨± ¢ Rn. � ª±¨¬ «¼»¬ ±®¡±²¢¥»¬ § -·¥¨¥¬ ®¯¥° ²®°  adB ¿¢«¿¥²±¿  ¨¡®«¼¸ ¿ ° §®±²¼ ¬¥¦¤³ ¤¨ £® «¼»¬¨½«¥¬¥² ¬¨ B,   ¬¨¨¬ «¼»¬ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®²¨¢®¯®-«®¦®¥ ¯® § ª³ ·¨±«®. �¥°¥±²  ¢«¨¢ ¿ ¢¥ª²®°» ¡ §¨±  ei, ¬®¦® ³¯®°¿¤®-·¨²¼ ¤¨ £® «¼»¥ ½«¥¬¥²» B ¯® ¢®§° ±² ¨¾: �1 < �2 < � � � < �n. �®£¤ ³±«®¢¨¥ (4) ²¥®°¥¬» 8.4 ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤ a1nan1 < 0, £¤¥ aij | ®¡¹¨© ½«¥¬¥²¬ ²°¨¶» ±®±  A.�²® ° ±±³¦¤¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ °¥§³«¼² ²³.�¥®°¥¬  8.7. �³±²¼ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ n � n{¬ ²°¨¶» ± ³«¥¢»¬ ±«¥¤®¬ A =(aij) ¨ B ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¿¬:(i) a1nan1 < 0,(ii) B = diag(b1; : : : ; bn),(iii) b1 < b2 < � � � < bn,(iv) bi � bj 6= bk � bm ¯°¨ (i; j) 6= (k;m).�°¨ ½²¨µ ³±«®¢¨¿µ ±¨±²¥¬  � = A +RB ³¯° ¢«¿¥¬    £°³¯¯¥ SL(n;R) ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¬ ²°¨¶  A ¥° §«®¦¨¬ .� ¯®¬¨¬, ·²® n � n{¬ ²°¨¶  A  §»¢ ¥²±¿ ° §«®¦¨¬®©, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥²¬ ²°¨¶  ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ¡ §¨±  P ² ª ¿, ·²®P�1AP = � A1 A20 A3 � ;



43£¤¥ A3 | k � k{¬ ²°¨¶  ± 0 < k < n. � «¥¥, n � n{¬ ²°¨¶   §»¢ ¥²±¿ ¥° §-«®¦¨¬®©, ¥±«¨ ®  ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ° §«®¦¨¬®©. �¥° §«®¦¨¬»¥ ¬ ²°¨¶» | ½²® ¢²®·®±²¨ ¬ ²°¨¶», ¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ¥²°¨¢¨ «¼»µ ¨¢ °¨ ²»µ ª®®°¤¨ ²»µ¯®¤¯°®±²° ±²¢.8.5.2. �¨¯®²¥§  �¦ °¤¦¥¢¨· -�³¯ª¨. � ±«³· ¥ ±²°®£® °¥£³«¿°»µ ½«¥¬¥-²®¢ B ± ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ²¥®°¥¬  8.4 ¯®ª°»¢ ¥² ±«³-· © ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¬ ²°¨¶» ±®±  A. � ½²®© ²®·ª¨ §°¥¨¿, ±«³· ©, ª®£¤ ®¡¥ ¬ ²°¨¶» ±¨¬¬¥²°¨·»,  µ®¤¨²±¿   ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¬ ª®¶¥ ±¯¥ª²° , ±®§-¤ ¢ ¥¬®£® ²¥®°¥¬®© 8.4.�¨¯®²¥§  1. �±«¨ ¬ ²°¨¶» A;B 2 sl(n;R) ±¨¬¬¥²°¨·», ²® ¯° ¢®¨¢ °¨- ² ¿ ±¨±²¥¬  � = A + RB ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ¨   SL(n;R), ¨  Rn n f0g.� ° §¬¥°®±²¿µ n = 2; 3 ½²  £¨¯®²¥§  «¥£ª® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®±²°®¥¨¥¬ ¨¢ -°¨ ²»µ ª¢ ¤° ²®¢ ¨«¨ ®ª² ²®¢ ¤«¿ ¨¤³¶¨°®¢ ®© ¡¨«¨¥©®© ±¨±²¥¬»_x = Ax+ uBx; x 2 Rn n f0g; u 2 R: (8.7)�°¨ n > 3 ¢®¯°®± ®±² ¥²±¿ ®²ª°»²»¬. � ±²¨·®¥ ¯®¤²¢¥°¦¤¥¨¥ ½²®© £¨¯®²¥-§» ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ° §¬¥°®±²¥© ¯°¨ ¥ª®²®°»µ ¤®¯®«¨²¥«¼»µ ³±«®¢¨¿µ¯®«³· ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾  µ®¦¤¥¨¿ ¢±¥µ ¨¢ °¨ ²»µ ®°² ²®¢ ¡¨«¨¥©»µ±¨±²¥¬ ¢ Rn.8.5.3. �¢ °¨ ²»¥ ®°² ²» ¡¨«¨¥©»µ ±¨±²¥¬. �³±²¼ A;B1; : : : ; Bm |¯°®¨§¢®«¼»¥ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ n�n{¬ ²°¨¶». �¤¥±¼ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ª°¨²¥°¨© ²®£®,·²® ¡¨«¨¥© ¿ ±¨±²¥¬ _x = Ax+ mXi=1 uiBix; x 2 Rn n f0g; ui 2 R (8.8)¨¬¥¥² ¨¢ °¨ ²»¥ ®°² ²». �²®² °¥§³«¼² ² ¤ ¥² · ±²¨·®¥ ¯®¤²¢¥°¦¤¥¨¥£¨¯®²¥§» 1.� · «  ¢¢¥¤¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ®¡®§ ·¥¨¿ ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. � ¡®° ¨¤¥ª±®¢�n = f� = (�1; : : : ; �n) j �i = �1 8i = 1; : : : ; n g¡³¤¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¤«¿ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ®°² ²®¢, ².¥. ¬®¦¥±²¢ ¢¨¤ Rn� = fx = (x1; : : : ; xn) 2 Rn j xi�i � 0 8i = 1; : : : ; n g:�®¤¬®¦¥±²¢® ¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨©  §»¢ ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® (®²°¨¶ ²¥«¼-®) ¨¢ °¨ ²»¬ ¤«¿ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ¨«¨ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬», ¥±«¨ ¢±¥ ²° -¥ª²®°¨¨ ¯®«¿ ¨«¨ ±¨±²¥¬»,  ·¨ ¾¹¨¥±¿ ¢ ½²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ (±®®²¢¥²±²¢¥®,¥£® ¤®¯®«¥¨¨), ¥ ¢»µ®¤¿² ¨§ ¥£® (±®®²¢¥²±²¢¥®, ¥£® ¤®¯®«¥¨¿) ¢® ¢±¥¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¬®¬¥²» ¢°¥¬¥¨.� ¬¥· ¨¥. �¨±²¥¬  £«®¡ «¼® ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ³¥¥ ¥² ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®, ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼® ¨¢ °¨ ²»µ ¬®¦¥±²¢ (ª°®¬¥²°¨¢¨ «¼»µ | ¢±¥£® ¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨© ¨ ¯³±²®£® ¬®¦¥±²¢ ). �®½²®-¬³ ³±«®¢¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¨¢ °¨ ²»µ ¬®¦¥±²¢ ¿¢«¿¾²±¿ ¤®±² ²®·»¬¨³±«®¢¨¿¬¨ £«®¡ «¼®© ¥³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.7. � ²°¨¶  A = (aij) ¯®°¿¤ª  n � n  §»¢ ¥²±¿ § ª®±¨¬-¬¥²°¨·¥±ª®©, ¥±«¨ aijaji � 0 ¤«¿ ¢±¥µ i; j = 1; : : : ; n.



44 �®±²°³ª¶¨¿ 8.1. �«¿ «¾¡®© § ª®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© n� n{¬ ²°¨¶» A ¯®-±²°®¨¬ £° ´ H(A) ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³. �° ´ H(A) ¨¬¥¥² n ¢¥°¸¨ 1, 2,: : : , n. �£® ¢¥°¸¨» i; j, i 6= j, ±®¥¤¨¥» °¥¡°®¬ (i; j) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£-¤ , ª®£¤  µ®²¿ ¡» ®¤® ¨§ ·¨±¥« aij; aji ®²«¨·® ®² ³«¿. �» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬«¨¸¼ °¥¡° , ±®¥¤¨¿¾¹¨¥ ° §»¥ ¢¥°¸¨» £° ´  H(A); ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯¥²-«¨ ¨±ª«¾· ¾²±¿ ¨§ ° ±±¬®²°¥¨¿. � ¦¤®¥ °¥¡°® (i; j) ¯®¬¥· ¥²±¿ § ª®¬ "+"¨«¨ "�" : ¥±«¨ aij � 0 ¨ aji � 0, ²® ±² ¢¨²±¿ § ª +,   ¥±«¨ aij � 0 ¨ aji � 0,²® ±² ¢¨²±¿ § ª � (¤°³£¨µ ª®¬¡¨ ¶¨© § ª®¢ ¡»²¼ ¥ ¬®¦¥² ¢ ±¨«³ § -ª®±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ A). �®¬¥·¥»¥ °¥¡°   §»¢ ¾²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨ ¨«¨®²°¨¶ ²¥«¼»¬¨ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² § ª  + ¨«¨ � . �«¿ £° ´  H(A) ®¯°¥¤¥«¨¬±«¥¤³¾¹³¾ ´³ª¶¨¾ s(i; j), i; j = 1; : : : ; n, i 6= j : s(i; j) = 0, ¥±«¨ ¢¥°¸¨»i; j ¥ ±®¥¤¨¥» °¥¡°®¬ ¢ H(A), s(i; j) = 1 ¤«¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ¨ s(i; j) = �1¤«¿ ®²°¨¶ ²¥«¼®£® °¥¡°  (i; j) ¢ £° ´¥ H(A). �¨ª« (².¥. § ¬ª³²»© ¯³²¼, ±®-±² ¢«¥»© ¨§ °¥¡¥°) £° ´   §»¢ ¥²±¿ ·¥²»¬ (¥·¥²»¬), ¥±«¨ ® ±®¤¥°¦¨²·¥²®¥ (±®®²¢¥²±²¢¥® ¥·¥²®¥) ª®«¨·¥±²¢® ®²°¨¶ ²¥«¼»µ °¥¡¥°.� ¬¥· ¨¥. �±«¨ ¢±¥ ¶¨ª«» £° ´  H ·¥²», ²® ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤¬®¦¥±²¢®V ¬®¦¥±²¢  ¥£® ¢¥°¸¨ ² ª®¥, ·²®:a) «¾¡®¥ ®²°¨¶ ²¥«¼®¥ °¥¡°® £° ´  H ¨¬¥¥² °®¢® ®¤³ ¢¥°¸¨³ ¢ V ;b) «¾¡®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ °¥¡°® £° ´  H ¨¬¥¥² «¨¡® 0, «¨¡® 2 ¢¥°¸¨» ¢ V .�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ² ª®© £° ´H ¿¢«¿¥²±¿ ¡¨µ°®¬ ²¨·¥±ª¨¬: ¥£® ¢¥°¸¨» ¬®¦®° ±ª° ±¨²¼ ¢ ¤¢  ¶¢¥²  ² ª, ·²®¡» ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ °¥¡°  ±®¥¤¨¿«¨ ¢¥°¸¨»° §®£® ¶¢¥² ,   ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ °¥¡°  | ¢¥°¸¨» ®¤®£® ¶¢¥² ; ¯¥°¢»© ¶¢¥²±®®²¢¥²±²¢³¥² ¬®¦¥±²¢³ V ,   ¢²®°®© | ¥£® ¤®¯®«¥¨¾.�®±²°³ª¶¨¿ 8.2. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢±¥ ¶¨ª«» £° ´  H ·¥²» ¨ V | «¾-¡®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¬®¦¥±²¢  ¥£® ¢¥°¸¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ³ª § »¬ ¢»¸¥³±«®¢¨¿¬ a), b). �®£¤  ¨¤¥ª±®¬ £° ´  H, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¬®¦¥±²¢³ V ,  -§»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® � = (�1; : : : ; �n) 2 �n, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:�i = +1 ¯°¨ i =2 V ¨ �i = �1 ¯°¨ i 2 V .�¥®°¥¬  8.8. �³±²¼ A;B1; : : : ; Bm | n� n{¬ ²°¨¶». �¨«¨¥© ¿ ±¨±²¥-¬  (8:8) ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼® (®²°¨¶ ²¥«¼®) ¨¢ °¨ ²»¥ ®°² ²» ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1. ¬ ²°¨¶  A § ª®±¨¬¬¥²°¨· ;2. ¬ ²°¨¶» B1, : : : , Bm ¤¨ £® «¼»;3. ¢±¥ ¶¨ª«» £° ´  H(A) (±®®²¢¥²±²¢¥® H(�A)) ·¥²».�®£¤  ¯®«®¦¨²¥«¼® (®²°¨¶ ²¥«¼®) ¨¢ °¨ ²»¬¨ ®°² ² ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿®°² ²» Rn�, £¤¥ � | «¾¡®© ¨¤¥ª± £° ´  H(A) (±®®²¢¥²±²¢¥® H(�A)),  ¨µ ª®«¨·¥±²¢® ° ¢® 2c, £¤¥ c | ª®«¨·¥±²¢® ª®¬¯®¥² ±¢¿§®±²¨ £° ´  H(A).�±«¨ ±¨±²¥¬  (8:8) ¥ ¨¬¥¥² ¨¢ °¨ ²»µ ª®®°¤¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢(¢ · ±²®±²¨, ¥±«¨ ½²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £ ¢±¾¤³ ¢ Rn n f0g), ²® ® ¨¬¥¥² 0 ¨«¨ 2 ¨¢ °¨ ²»µ ®°² ² .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¤¥¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 8.8 ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬.�¨±²¥¬  (8.8) ¨¬¥¥² ¨¢ °¨ ²»¥ ®°² ²» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¬ ²-°¨¶» Bi, i = 1; : : : ;m, ¤¨ £® «¼» ¨ «¨¥©®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ Ax ¨¬¥¥² ¨-¢ °¨ ²»¥ ®°² ²». �®¨±ª ½²¨µ ®°² ²®¢ ®±®¢»¢ ¥²±¿   ¤¢³µ ´ ª² µ. �®-¯¥°¢»µ, ¨§¢¥±²®, ·²® ¯®«®¦¨²¥«¼»© ®°² ²Rn+ = fx = (x1; : : : ; xn) 2 Rn j xi � 0 8i = 1; : : : ; n g



45¯®«®¦¨²¥«¼® ¨¢ °¨ ²¥ ¤«¿ ¯®«¿ Ax ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢±¥ ¢¥-¤¨ £® «¼»¥ ½«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶» A ¥®²°¨¶ ²¥«¼». �®-¢²®°»µ, ¥±«¨ ¯®«¥Ax ¨¬¥¥² ¨¢ °¨ ²»© ®°² ², ²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ § ¬¥ ¬¨ ª®®°¤¨ ²(x1; : : : ; xi; : : : ; xn) 7! (x1; : : : ;�xi; : : : ; xn) ¢ Rn ¬®¦® ¯¥°¥¢¥±²¨ ½²®² ®°² ²¢ Rn+. �°¨ ½²¨µ § ¬¥ µ ¬®¦® ±«¥¤¨²¼ §  § ª ¬¨ ½«¥¬¥²®¢ aij ¬ ²°¨¶» A¨ ¯®«³·¨²¼ ³±«®¢¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¨¢ °¨ ²»µ ®°² ²®¢ ¢ ²¥°¬¨ µ ª®¬-¡¨ ¶¨© § ª®¢ aij. �²¨ ³±«®¢¨¿ ³¤®¡® ¢»° ¦ ¾²±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ £° ´  H(A),±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¬ ²°¨¶¥ A, ª ª ½²® ¨ ±¤¥« ® ¢ ²¥®°¥¬¥ 8.8.�¥®°¥¬  8.8 ¨¬¥¥² ®²®¸¥¨¥ ª £¨¯®²¥§¥ 1, ².ª. ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ ¢ Rn ¤¨ £® «¨§¨°³¥² ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¬ ²°¨¶³ B; ¯°¨ ½²®¬ ±¨¬¬¥²°¨-·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶  A ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾. �®½²®¬³ ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²®B ¤¨ £® «¼ ,   A ±¨¬¬¥²°¨· .�§ ²¥®°¥¬» 8.8 ±«¥¤³¥², ·²® £¨¯®²¥§  1 ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¢ ° §¬¥°®±²¿µ 2 ¨ 3:¤«¿ ½²¨µ ° §¬¥°®±²¥©, ¥±«¨ A § ª®±¨¬¬¥²°¨·  ¨ B ¤¨ £® «¼ , ²® ±¨±-²¥¬  (8:7) ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼® ¨«¨ ®²°¨¶ ²¥«¼® ¨¢ °¨ ²»© ®°² ². �¦¥¯°¨ n = 4 ±³¹¥±²¢³¾² ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¬ ²°¨¶» A, ¤«¿ ª®²®°»µ ¯®«¥ Ax ¨±¨±²¥¬  (8.7) ¥ ¨¬¥¾² ¨¢ °¨ ²»µ ®°² ²®¢ (±¬. ¯°¨¬¥° ¨¦¥). �®£¤ ¢®¯°®± ® £«®¡ «¼®© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨, ².¥. ®²±³²±²¢¨¿ «¾¡»µ ¨¢ °¨ ²»µ ¬®-¦¥±²¢ ®±² ¥²±¿ ®²ª°»²»¬. �® ¤«¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬ ²°¨¶ A, ¤«¿ ª®²®°»µ ¯®ª° ©¥© ¬¥°¥, ®¤¨ ¨§ £° ´®¢ H(A), H(�A) ¨¬¥¥² ¢±¥ ·¥²»¥ ¶¨ª«», £¨¯®²¥-§  1 ±¯° ¢¥¤«¨¢ . �¯°®·¥¬, ¢ ½²¨µ ±«³· ¿µ ±³¹¥±²¢¥  ¥ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¼,  § ª®±¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ¬ ²°¨¶» A.�°¨¬¥° 8.3. �³±²¼ A = (aij) | «¾¡ ¿ 4� 4{¬ ²°¨¶  ¢¨¤ 0BB@ � + 0 ++ � + 00 + � �+ 0 � � 1CCA ;².¥. a12; a21; a14; a41; a23; a32 > 0, a34; a43 < 0, a13 = a31 = a24 = a42 = 0,  ¤¨ £® «¼»¥ ½«¥¬¥²» ¯°®¨§¢®«¼». �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© £° ´ H(A) ¯°¨¢¥¤¥  °¨±. 1. rr rr++ + �1 42 3�¨±. 1. �° ´ H(A).�¤¨±²¢¥»© ¶¨ª« (1; 2; 3; 4) ¥·¥²¥ ¢ ®¡®¨µ £° ´ µ H(A) ¨ H(�A).�®½²®¬³ ¯°¨ «¾¡®© ¤¨ £® «¼®© 4 � 4{¬ ²°¨¶¥ B ±¨±²¥¬  (8.7) ¥ ¨¬¥¥²¨¢ °¨ ²»µ ®°² ²®¢. �® ¢®¯°®± £«®¡ «¼®© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (¤«¿ ±¨±²¥¬»



46̄®«®£® ° £ ) ª ¦¥²±¿ ®²ª°»²»¬. �²¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ±®µ° ¿¾² ±¨«³ ¯°¨ ¬ -«»µ ¢®§¬³¹¥¨¿µ ¬ ²°¨¶» A.8.6. �« ±±¨·¥±ª¨¥ £°³¯¯» �¨.8.6.1. �®¬¯«¥ª±»¥ ¯°®±²»¥  «£¥¡°» �¨. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ M(n; C ) ¬®¦¥±-²¢® ¢±¥µ ª®¬¯«¥ª±»µ n � n{¬ ²°¨¶, ·¥°¥§ d(n; C ) | ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¤¨ -£® «¼»µ ¬ ²°¨¶ ¢ M(n; C ).�«£¥¡°  �¨ gl(n; C ) ¥±²¼ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® M(n; C ) ± ¬ ²°¨·»¬ ª®¬-¬³² ²®°®¬ [A;B] = AB �BA ¢ ª ·¥±²¢¥ ±ª®¡ª¨ �¨.�«£¥¡°  �¨ sl(n; C ) ¥±²¼ ¯®¤ «£¥¡°  gl(n; C ), ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¢±¥µ ¬ ²°¨¶ ±³«¥¢»¬ ±«¥¤®¬: sl(n; C ) = fA 2 gl(n; C ) j trA = 0g:�®¤ «£¥¡°  sl(n; C ) \ d(n; C ) = fdiag(a1; : : : ; an) j a1 + � � �+ an = 0g¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ «£¥¡°®© � °²   ¢ sl(n; C ). �«£¥¡°  �¨ sl(n; C )  §»¢ ¥²±¿  «£¥¡-°®© ²¨¯  Al, l = n� 1.�³±²¼ (�; �) | ¥¢»°®¦¤¥ ¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬    Cn . �«-£¥¡°  �¨ so(n; C ) ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ «¨¥©»µ ®¯¥° ²®°®¢ A   Cn ² ª¨µ, ·²®(Ax; y) + (x;Ay) = 0; x; y 2 Cn :�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ´®°¬  (�; �) § ¤ ¥²±¿ n� n{¬ ²°¨¶¥© I ¢¨¤ � 0 IdlIdl 0 � ¯°¨ n = 2l ¨«¨ 0@ 0 Idl 0Idl 0 00 0 1 1A ¯°¨ n = 2l + 1;£¤¥ Idl | ¥¤¨¨· ¿ l � l{¬ ²°¨¶ . �®£¤ so(n; C ) = fA 2 gl(n; C ) j IAT + AI = 0g:� ½²®¬ ±«³· ¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯®¤ «£¥¡°» � °²   ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®so(n; C ), ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¬ ²°¨¶ ¢¨¤ diag(a1; : : : ; al;�a1; : : : ;�al) ¯°¨ n = 2l;diag(a1; : : : ; al;�a1; : : : ;�al; 0) ¯°¨ n = 2l + 1:�«£¥¡°  �¨ so(n; C )  §»¢ ¥²±¿  «£¥¡°®© ²¨¯  Bl ¯°¨ n = 2l+1 ¨  «£¥¡°®© ²¨¯ Dl ¯°¨ n = 2l.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ (�; �) ¿¢«¿¥²±¿ ¥¢»°®¦¤¥®© ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¡¨«¨¥©®©´®°¬®©   Cn . �«£¥¡°  �¨ sp(n; C ) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ «¨¥©»µ®¯¥° ²®°®¢ A ¢ Cn ² ª¨µ, ·²®(Ax; y) + (x;Ay) = 0; x; y 2 Cn :�±«¨ ´®°¬  (�; �) § ¤ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥©J = � 0 Idl� Idl 0 � ;²® sp(n; C ) = fA 2 gl(n; C ) j JAT + AJ = 0g:�®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¬ ²°¨¶ ¢ sp(n; C ) ¢¨¤ diag(a1; : : : ; al;�a1; : : : ;�al)



47¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ «£¥¡°®© � °²   ¢ sp(n; C ). �«£¥¡°  �¨ sp(n; C )  §»¢ ¥²±¿  «-£¥¡°®© ²¨¯  Cn.� 8.6.2, 8.6.3, ¨ 8.6.4 ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¯®¤ «£¥¡°» � °²   L0 ¢  «£¥-¡° µ �¨ Al, Bl, Cl, ¨ Dl ¢»¡° », ª ª ³ª § ® ¢»¸¥. � · ±²®±²¨, ¨§ ³±«®¢¨¿B 2 L(0) ¡³¤¥² ±«¥¤®¢ ²¼, ·²® ¬ ²°¨¶  B ¤¨ £® «¼ .�«£¥¡°» Al, Bl, Cl, ¨ Dl  §»¢ ¾²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬¨ ª®¬¯«¥ª±»¬¨  «£¥¡° -¬¨ �¨. �°®¬¥ ¨µ, ±³¹¥±²¢³¾² ¯¿²¼ ®±®¡»µ  «£¥¡° �¨, ª®²®°»¥ ®¡®§ · ¾²±¿G2, F4, E6, E7, ¨ E8.�« ±±¨·¥±ª¨© °¥§³«¼² ² ® ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ª®¬¯«¥ª±»µ ¯°®±²»µ  «£¥¡° �¨³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ¢±¥  «£¥¡°» �¨Al; l � 1; Bl; l � 2; Cl; l � 3; Dl ; l � 4;¨ G2; F4; E6; E7; E8¯°®±²» ¨ «¾¡ ¿ ¯°®±² ¿  «£¥¡°  �¨  ¤ C ¨§®¬®°´  ¢ ²®·®±²¨ ®¤®© ¨§ ½²¨µ «£¥¡° �¨.8.6.2. �®°®¦¤¥¨¥ ª« ±±¨·¥±ª¨µ  «£¥¡° �¨. �¤¥±¼ ¢ ¦¥©¸³¾ °®«¼ ¢ ¯®«³-·¥¨¨ ³±«®¢¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¨£° ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥, ®¯¨±»¢ ¾¹¥¥¯ °» ½«¥¬¥²®¢, ª®²®°»¥ ¯®°®¦¤ ¾² ª« ±±¨·¥±ª¨¥  «£¥¡°» �¨.�¥®°¥¬  8.9. �³±²¼ L| ®°¬ «¼ ¿ ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ´®°¬  ª®¬¯«¥ª±®©  «-£¥¡°» �¨ ²¨¯  Al, Bl, Cl ¨«¨ Dl. �³±²¼ ½«¥¬¥²» A;B 2 L | ² ª®¢», ·²®B 2 L(0) ¿¢«¿¥²±¿ A-±²°®£® °¥£³«¿°»¬. �°¨ ½²¨µ ³±«®¢¨¿µ Lie(A;B) = L²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¬ ²°¨¶  A ¥° §«®¦¨¬ .� ¬¥· ¨¥. �¥²°¨¢¨ «¼ ¿ · ±²¼ ½²®© ²¥®°¥¬» | ¤®±² ²®·®±²¼: ¥±«¨ B¤¨ £® «¼  ¨ A ° §«®¦¨¬ , ²® «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® Lie(A;B) ±®±²®¨² ¨§ ° §«®-¦¨¬»µ ¬ ²°¨¶.8.6.3. �¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬».�¥®°¥¬  8.10. �³±²¼ G | ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ±  «£¥¡°®© �¨ L, ¿¢«¿¾¹¥©±¿®°¬ «¼®© ¢¥¹¥±²¢¥®© ´®°¬®© ª®¬¯«¥ª±®©  «£¥¡°» �¨ ²¨¯  Al, Bl, Cl ¨«¨Dl. �³±²¼ ½«¥¬¥²» A;B 2 L ² ª®¢», ·²® B 2 L(0) ¿¢«¿¥²±¿ A-±²°®£®°¥£³«¿°»¬. �°¨ ½²¨µ ³±«®¢¨¿µ ±¨±²¥¬  � = RA+RB ³¯° ¢«¿¥¬    G ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¬ ²°¨¶  A ¥° §«®¦¨¬ .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ®¤®°®¤»µ ±¨±²¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ° ¢®±¨«¼  ° -£®¢®¬³ ³±«®¢¨¾. �®½²®¬³ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 8.9.8.6.4. �¥®¤®°®¤»¥ ±¨±²¥¬».�¥®°¥¬  8.11. �³±²¼ G | ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ±  «£¥¡°®© �¨ L, ¿¢«¿¾¹¥©±¿®°¬ «¼®© ¢¥¹¥±²¢¥®© ´®°¬®© ª®¬¯«¥ª±®©  «£¥¡°» �¨ L ²¨¯  Al ¨«¨ Dl.�³±²¼ ½«¥¬¥²» A;B 2 L ² ª®¢», ·²®:(i) B 2 L(0) ¿¢«¿¥²±¿ A-±²°®£® °¥£³«¿°»¬.(ii) �³±²¼ A = A(0) +PfA(�) j � 2 Rg ¥±²¼ ° §«®¦¥¨¥ A ¢¤®«¼ ª®°¥¢»µ¯°®±²° ±²¢  «£¥¡°» �¨ L ®²®±¨²¥«¼® L0, ±¬. (8:2). �®£¤  ¤«¿ ¬ ª±¨-¬ «¼®£® ª®°¿ s ¢»¯®«¥® ¥° ¢¥±²¢® Kil (A(s); A(�s)) < 0.�°¨ ½²¨µ ³±«®¢¨¿µ ±¨±²¥¬  � = A+RB ³¯° ¢«¿¥¬    G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤  ¬ ²°¨¶  A ° §«®¦¨¬ .



48 �¥®°¥¬  ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ° ±±³¦¤¥¨¿,   «®£¨·®£® ¨±¯®«¼§®¢ -®¬³ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 8.5 ¢ �³ª²¥ 8.4.2. �¤¨±²¢¥®¥ ±³¹¥±²-¢¥®¥ ®²«¨·¨¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 8.9.8.7. �°¨¬¥· ¨¿. �±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ 8.4 ¯®«³·¥» �. �«¼ �±±³-¤¨, �.�. �®²¼¥, ¨ �. �³¯ª®© [26]. �¨ ¿¢«¿¾²±¿ ª³«¼¬¨ ¶¨¥© ±¥°¨¨ ° ¡®² ¯®³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ¯®«³¯°®±²»µ £°³¯¯ µ �¨ �. �¦ °¤¦¥¢¨·  ¨ �. �³¯ª¨ [96, 97],�.�. �®²¼¥ ¨ �. �®° °  [60], �.�. �®²¼¥, �. �³¯ª¨, ¨ �. � ««¥ [61], �. �«¼ �±-±³¤¨ ¨ �.�. �®²¼¥ [24, 25], �. �¨«¼¢» �¥©²¥ ¨ �.�. �° ³·  [115], �. �«¼ �±±³-¤¨ [23]. � · ±²®±²¨, ²¥®°¥¬  8.7 ¡»«  ¯®«³·¥  �.�. �®²¼¥ ¨ �. �®° °®¬ [60].� ½²®© ° ¡®²¥ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ² ª¦¥ ¯°®±²®©  «£®°¨²¬ ¯°®¢¥°ª¨ ª¢ ¤° ²®© ¬ ²-°¨¶»   ° §«®¦¨¬®±²¼.�°¥¤«®¦¥¨¥ 8.1 ¯°¨ ¤«¥¦¨² �. �¦®§¥´³ [89].�¨¯®²¥§  1 ® ¥³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¡¨«¨¥©®© ±¨±²¥¬» ±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥-¨¥¬ ± ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ¡»«  ¢»±ª §   �. �¦ °¤-¦¥¢¨·¥¬ ¨ �. �³¯ª®© [96].�¢ °¨ ²»¥ ®°² ²» ¡¨«¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ®¯¨± » �.�. � ·ª®¢»¬ [137]± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¨«®¦¥¨¿ ¡¨µ°®¬ ²¨·¥±ª¨µ £° ´®¢ ª ¨§³·¥¨¾ ¨¢ °¨ ²»µ¬®¦¥±²¢ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬; ½²  ¨¤¥¿ ¯°¨ ¤«¥¦¨² �. �¨°¸³ [76].�¥§³«¼² ²» 8.6 ¯®«³·¥» �. �¨«¼¢®© �¥©²¥ ¨ �.�. �° ³·¥¬ [115]. �°®¬¥ ²¥-®°¥¬» 8.9, ¨¬¥¾²±¿ ¤°³£¨¥ °¥§³«¼² ²» ® ¯®°®¦¤¥¨¨ ª« ±±¨·¥±ª¨µ  «£¥¡° �¨¨ £°³¯¯ �¨, ±¬. ° ¡®²» �. �¨«¼¢» �¥©²¥ ¨ �.�. �° ³·  [55], �. �¨«¼¢» �¥©-²¥ [111, 112, 113, 114], �. �«¼¡³ª¥°ª ¨ �. �¨«¼¢» �¥©²¥ [22].�¥§³«¼² ²», ®²®±¿¹¨¥±¿ ª ¯®¤¯®«³£°³¯¯ ¬ ¯®«³¯°®±²»µ £°³¯¯ �¨ ¨¬¥¾²±¿¢ ° ¡®² µ �. �  � °²¨  [145] ¨ �. �  � °²¨  ¨ �. �®¥««¨ [146].9. �¨«¼¯®²¥²»¥ £°³¯¯» �¨�«£¥¡°  �¨ L  §»¢ ¥²±¿ ¨«¼¯®²¥²®©, ¥±«¨ ¥¥ ³¡»¢ ¾¹¨© ¶¥²° «¼»©°¿¤ L(1) = [L;L]; L(2) = [L;L(1)]; : : : ; L(i) = [L;L(i�1)]; : : : ; i 2 N;±² ¡¨«¨§¨°³¥²±¿   ³«¥:L � L(1) � L(2) � � � � � L(N) = f0g¤«¿ ¥ª®²®°®£®N 2 N. �¾¡ ¿ ¨«¼¯®²¥² ¿  «£¥¡°  �¨ ° §°¥¸¨¬ , ².ª. L(i) �L(i), i 2 N, £¤¥ L(i) ®¡®§ · ¥² ½«¥¬¥² ¯°®¨§¢®¤®£® °¿¤ L(1) = [L;L]; L(2) = [L(1); L(1)]; : : : ; L(i) = [L(i�1); L(i�1)]; : : : ; i 2 N:�°³£ ¿ ½ª¢¨¢ «¥² ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ¨«¼¯®²¥²®±²¨ L ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¢±¥ ¯°¨±®¥¤¨¥»¥ ®¯¥° ²®°» adx, x 2 L, ¨«¼¯®²¥²» ¨ ¯®²®¬³ ¨¬¥¾²³«¥¢®© ±¯¥ª²°.9.1. �°®¨§¢®«¼»¥ ±¨±²¥¬». �¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥-¬» � � L   ¨«¼¯®²¥²®© £°³¯¯¥ �¨ G ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«®±²¼¾ ®¯¨±   ¢²¥°¬¨ µ ª«¨ , ².¥. ²®¯®«®£¨·¥±ª¨ § ¬ª³²®£® ¢»¯³ª«®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®£®ª®³± , ¯®°®¦¤¥®£® ±¨±²¥¬®© �:W (�) = cl(co(�)) � L:� ª ª ª � � W (�) � LS(�), ²® ®·¥¢¨¤®, ·²® � ¨ W (�) ³¯° ¢«¿¥¬» ¨«¨ ¥-³¯° ¢«¿¥¬» ®¤®¢°¥¬¥®.



49�¥®°¥¬  9.1. �³±²¼ G | ¨«¼¯®²¥² ¿ ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ±  «£¥¡°®© �¨L ¨ � � L | ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬    G, ¯®°®¦¤ ¾¹ ¿ L ª ª  «£¥¡°³�¨. �¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¥® ®¤®¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ³±«®¢¨©:(i) (intW�W W ) \ L(1) 6= ; ¨«¨(ii) int cl(L(1) +W ) \ exp�1(e) 6= ;,£¤¥ W = W (�) ¥±²¼ ª«¨, ¯®°®¦¤¥»© ±¨±²¥¬®© �.� ¬¥· ¨¥. �»¸¥ intW�W W ®¡®§ · ¥² ¢³²°¥®±²¼ ª«¨  W ®²®±¨-²¥«¼® «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ W �W , ¯®°®¦¤¥®£® W ,   e | ¥¤¨¨¶³ £°³¯-¯» �¨ G.�®±² ²®·®±²¼ ¢ ²¥®°¥¬¥ 9.1 ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯¨± ¨¿ ¬ ª±¨¬ «¼»µ ®²ª°»²»µ¯®¤¯®«³£°³¯¯ S ¨«¼¯®²¥²»µ £°³¯¯ ¢ ²¥°¬¨ µ ¨µ ª ± ²¥«¼»µ ª®³±®¢L(S) = fx 2 L j exp(R+x) � cl(S) g:�²ª°»² ¿ ¯®¤¯®«³£°³¯¯  S £°³¯¯» �¨ G ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥®©, ².¥. S 6= G,²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  e =2 S. �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ®²ª°»²»µ ¯®¤-¯®«³£°³¯¯ ¢ G ¨¤³ª²¨¢®, ¨ «¾¡ ¿ ±®¡±²¢¥ ¿ ¯®¤¯®«³£°³¯¯  ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢¬ ª±¨¬ «¼®©.�¥®°¥¬  9.2. �³±²¼ G | ¨«¼¯®²¥² ¿ ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨,   S | ¬ ª-±¨¬ «¼ ¿ ®²ª°»² ¿ ±®¡±²¢¥ ¿ ¯®¤¯®«³£°³¯¯  ¢ G. �®£¤  L(S) ¿¢«¿¥²±¿¯®«³¯°®±²° ±²¢®¬, ®£° ¨·¥»¬ ¯®¤ «£¥¡°®© ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¢ L.�®ª § ²¥«¼±²¢® ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¢ ²¥®°¥¬¥ 9.1 ®±®¢ ®   ²®¬, ·²® ¯® ²¥®°¥¬¥�  -�  µ  ¬®¦¥±²¢® W + L(1) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¯®«³¯°®±²° ±²¢¥ ¢ L; ²®£¤ exp �int �W + L(1)�� ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥®© ®²ª°»²®© ¯®«³£°³¯¯®© ¢ G, ®²ª³¤ ±«¥¤³¥², ·²® exp(W ) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ±®¡±²¢¥®© ¯®¤¯®«³£°³¯¯¥ G.�°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ²¥®°¥¬¥ 9.1 ±³¹¥±²¢¥® ±¢¿§  ± ¨«¼¯®²¥²-®±²¼¾ £°³¯¯». �²®² °¥§³«¼² ² ¯¥°¥±² ¥² ¡»²¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬ ¤«¿ £°³¯¯»SL(2;R). � ² ª¦¥  °³¸ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ° §°¥¸¨¬®¬ ¥¨«¼¯®²¥²®¬¯°¨¬¥°¥.�°¨¬¥° 9.1. �³±²¼ G | (¥¤¨±²¢¥ ¿) ¤¢³¬¥° ¿ ±¢¿§ ¿ ®¤®±¢¿§ ¿¥ ¡¥«¥¢  £°³¯¯  �¨; ®  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¬ ²°¨¶ ¬¨:G = �� x y0 1 � j x > 0; y 2 R� :�°³¯¯  �¨ G ° §°¥¸¨¬ , ® ¥ ¨«¼¯®²¥² . �¥  «£¥¡°  �¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤L = �� a b0 0 � j a; b 2 R� :� ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨© ª«¨ ¢ L:W = �� a b0 0 � j a 2 R; b � 0� :�¥¯®±°¥¤±²¢¥®¥ ¢»·¨±«¥¨¥ ¯®ª §»¢ ¥², ·²®exp(R+W ) = �� x y0 1 � j x > 0; y � 0� ;



50½²® ±®¡±²¢¥ ¿ ¯®¤¯®«³£°³¯¯  G, ¯®½²®¬³ W ¥³¯° ¢«¿¥¬   G. � ¤°³£®©±²®°®», «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ®¡  ³±«®¢¨¿ (i), (ii) ²¥®°¥¬» 9.1 ¢»¯®«¿¾²±¿ ¤«¿ª«¨  W ¨§ ½²®£® ¯°¨¬¥° .9.2. �¡¥«¥¢» £°³¯¯». �³±²¼ G | (±¢¿§ ¿)  ¡¥«¥¢  £°³¯¯  �¨. �®£¤ G = Rn�k � T k ¤«¿ ¥ª®²®°®£® k � n, £¤¥ n = dimG ¨ T k = S1 � � � � � S1 |k-¬¥°»© ²®°.�«¿ ² ª¨µ £°³¯¯ �¨ ²¥®°¥¬  9.1 ³²¢¥°¦¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥.�«¥¤±²¢¨¥ 9.1. �³±²¼ G |  ¡¥«¥¢  ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ±  «£¥¡°®© �¨ L ¨� � L| ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬    G. � ³¯° ¢«¿¥¬    G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  int(cl(co(�))) \ exp�1(e) 6= ;:�±«¨ G ®¤®±¢¿§ , ²® � ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ int(cl(co(�))) 3 e:9.3. � ª²®°±¨±²¥¬». �³±²¼ G | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ £°³¯¯  �¨ ±  «£¥¡°®© �¨L. �³±²¼ h | ¨¤¥ « L ¨ H | ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ±¢¿§ ¿ ¯®¤£°³¯¯  G. �°¥¤-¯®«®¦¨¬, ·²® H § ¬ª³² , ¯®½²®¬³ G=H ¿¢«¿¥²±¿ £°³¯¯®© �¨. �¡®§ ·¨¬¯°®¥ª¶¨¾ ¨§ G   G=H ·¥°¥§ �,   ¥¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ·¥°¥§ ��. �°®¥ª¶¨¿ ±¨±²¥-¬» �   G=H ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥ :��(�) = f��v j v 2 � g � L=h:� ¬¥²¨¬, ·²® ¨§ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» �   G ±«¥¤³¥² ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¥¥¯°®¥ª¶¨¨ ��(�)   G=H.�°®¨§¢®¤ ¿ ¯®¤ «£¥¡°  L(1) ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬ L, ¨ ¤«¿ ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯»G ¥¥ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯®¤£°³¯¯  G(1) = [G;G] § ¬ª³² . �®«¥¥ ²®£®, ´ ª²®°£°³¯¯ G=G(1)  ¡¥«¥¢ . �®½²®¬³ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥ ¿ ª®±²°³ª¶¨¿ ¨ ±«¥¤±²¢¨¥ 9.1 ¯®§¢®-«¿¾² ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¡¹¥¥ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ±¨±²¥¬, ´´¨»µ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾� = (A + mXi=1 uiBi j ui 2 R; i = 1; : : : ;m) � L (9.1)  ®¤®±¢¿§»µ £°³¯¯ µ �¨.�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿  «£¥¡°» �¨, ¯®°®¦¤¥®© ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨ ¢ �¯°¨ ³¯° ¢«¥¨¿µ L0 = Lie(B1; : : : ; Bm):�¥®°¥¬  9.3. �³±²¼ ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ G ®¤®±¢¿§ . �±«¨  ´´¨ ¿ ¯®³¯° ¢«¥¨¾ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  (9:1) ³¯° ¢«¿¥¬ , ²® ¢»¯®«¥» ³±«®-¢¨¿:(1) ��(L0) = L=L(1),(2) m � dimL� dimL(1).�®ª § ²¥«¼±²¢®. (1) �±«¨ � ³¯° ¢«¿¥¬    G, ²® ��(�) ³¯° ¢«¿¥¬     ¡¥-«¥¢®© ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G=G(1). �§ ±«¥¤±²¢¨¿ 9.1 ¢»²¥ª ¥², ·²® ��(L0) =L=L(1).(2) �«£¥¡°  �¨ ��(L0)  ¡¥«¥¢  ¨ ¯®°®¦¤¥  ¢¥ª²®° ¬¨ ��B1, : : : , ��Bm. �®-½²®¬³ m � dim(��(L0)) = dim(L=L(1)) = dimL� dimL(1):



51� ¬¥· ¨¥. �§ ½²®© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥², ·²® ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»¥ ±¨±²¥¬»  ®¤®±¢¿§»µ £°³¯¯ µ �¨ ± ¥²°¨¢¨ «¼»¬ ´ ª²®°®¬ G=G(1) ±³¹¥±²¢¥® ®²-«¨· ¾²±¿ ®² ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬   ¯®«³¯°®±²»µ £°³¯¯ µ �¨ (§ ¬¥²¨¬,·²® ¥±«¨ G ¯®«³¯°®±² , ²® G(1) = G). �«¿ ¯®«³¯°®±²»µ £°³¯¯ �¨ ³±«®¢¨¥ m = 2¤®±² ²®·® ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®©±¨±²¥¬» ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿, ±¬. ²¥®°¥¬³ 8.3. �® ²¥®°¥¬  9.3 ¤ ¥² ®¶¥ª³ ±¨§³m � dimG=G(1)¤«¿ ª®«¨·¥±²¢  ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¯°¨ ³¯° ¢«¥¨¿µ B1; : : : ; Bm, ¥®¡µ®¤¨¬®£®¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥ G.9.4. �´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬». �«¿  ´´¨»µ ¯® ³¯° ¢«¥-¨¾ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬ (9.1)   ®¤®±¢¿§»µ ¨«¼¯®²¥²»µ £°³¯¯ µ�¨ ¨¬¥¥²±¿ ¯°®±²®© ª°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ²¥°¬¨ µ ¯®¤ «£¥¡°» �¨ L0.�¥®°¥¬  9.4. �³±²¼ G | ¨«¼¯®²¥² ¿ ±¢¿§ ¿ ®¤®±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨.�¨±²¥¬  (9:1) ³¯° ¢«¿¥¬    G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  L0 = L.�±«®¢¨¥ L0 = L ¤®±² ²®·® ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» �   ¯°®¨§¢®«¼®©£°³¯¯¥ �¨ G: ½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ¢ª«¾·¥¨¿ L0 � LS(�). �®½²®¬³ ±³¹¥±²¢¥-®© · ±²¼¾ ²¥®°¥¬» ¿¢«¿¥²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �¤¥±¼ ª«¾·¥¢³¾ °®«¼ ¨£° ¾²¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ²¥°¬¨ µ ¯®¿²¨¿ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®£®¢¥ª²®° .� ±±¬®²°¨¬ ª®¯°¨±®¥¤¨¥®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ �� £°³¯¯» G ¢ ±®¯°¿¦¥®¬¯°®±²° ±²¢¥ L� ª L. �«¿ «¾¡®£® ª®¢¥ª²®°  � 2 L� ª®¯°¨±®¥¤¨¥ ¿ ®°¡¨² �� = ��G(�) ª®¢¥ª²®°  � ¤«¿ ¤¥©±²¢¨¿ �� ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥¬L�, ¤¨´´¥®¬®°´»¬ ®¤®°®¤®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ G=E�, £¤¥ E� | ¯®¤£°³¯¯ ¨§®²°®¯¨¨ �, E� = f g 2 G j ��g(�) = � g. � «¥¥, ±¨±²¥¬³ � ¬®¦® ±¯°®¥¶¨°®¢ ²¼± G   ®¤®°®¤®¥ ¯°®±²° ±²¢® G=E� ' ��, ¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ �   G ®·¥¢¨¤®¢«¥·¥² ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¥¥ ¯°®¥ª¶¨¨ ��   G=E�. �²® ¯°¨¢®¤¨² ª ¥®¡µ®¤¨¬»¬³±«®¢¨¿¬ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ²¥°¬¨ µ ª®¯°¨±®¥¤¨¥®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.1. �®¢¥ª²®° � 2 L�  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª¨¬ ¢¥ª²®-°®¬ ¤«¿ w 2 L, ¥±«¨ ª®¯°¨±®¥¤¨¥ ¿ ®°¡¨²  �� ¥²°¨¢¨ «¼  ¨ hw; �i > 0 ¤«¿¢±¥µ � 2 ��.(�» ®¡®§ · ¥¬ ·¥°¥§ h�; �i ±¯ °¨¢ ¨¥ ¢¥ª²®°  ¨ ª®¢¥ª²®° .)�¥®°¥¬  9.5. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ � 2 L, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥¥ ¶¥-²° «¨§ ²®°³ ¯®¤ «£¥¡°» L0, ² ª®¥, ·²® ¥³«¥¢®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ [A; �] ¨¬¥¥²±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª¨© ¢¥ª²®°, ²® ±¨±²¥¬  (9:1) ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ³¯° ¢«¿¥¬®©   G.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ² ª®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ � 2 L ±«¥¤³¥², ·²®´³ª¶¨¿ f� : �� ! R; � 7! f�(�) = �h�; �i±²°®£® ¢®§° ±² ¥²   ²° ¥ª²®°¨¿µ ¯°®¥ª¶¨¨ ±¨±²¥¬» �   ª®¯°¨±®¥¤¨¥³¾®°¡¨²³ ��. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ _g(t) = A(g(t)), g(0) = g0 ¨¬¥¥²¢¨¤ g(t) = exp(tA)g0. � «¥¥, ´³ª¶¨¿h(t) = Ad �g(t)�1� = Ad �g�10 � � exp(�t adA)¨¬¥¥² ¯°®¨§¢®¤³¾_h(t) = Ad �g�10 � � exp(�t adA) � (� adA) = �Ad �g(t)�1� � adA:



52�¥¯¥°¼ ¤«¿ � 2 L� ª®¯°¨±®¥¤¨¥®¥ ¤¥©±²¢¨¥ �� ½«¥¬¥²  g 2 G ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿° ¢¥±²¢®¬ ��g(�) = Ad� �g�1��:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ «¾¡»µ � 2 L, � 2 L�ddtf�(��g(t)(�)) = � ddth�; ��g(t)(�)i = � ddt h�;Ad� �g(t)�1��i= � ddthAd �g(t)�1� �; �i = hAd �g(t)�1� � adA(�); �i= h[A; �]; ��g(t)(�)i:�®½²®¬³ ¥±«¨ � ¿¢«¿¥²±¿ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª¨¬ ¢¥ª²®°®¬ ¤«¿ [A; �], ²® f� ¢®§° ±-² ¥² ¢¤®«¼ ª®¯°¨±®¥¤¨¥»µ ®°¡¨² ²° ¥ª²®°¨© ¯®«¿ A. �±«¨, ¢¤®¡ ¢®ª, ad �®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼   ¯®¤ «£¥¡°¥ L0, ²® ½²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ¤«¿ ²° ¥ª²®°¨© ¢±¥©±¨±²¥¬» �, ·²® ¥¢®§¬®¦® ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬».�°³£®© ´ ª², ±³¹¥±²¢¥»© ¤«¿ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¢ ²¥®°¥¬¥ 9.4, ¤ ¥²±¿ ±«¥-¤³¾¹¨¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥¬, ®²®±¿¹¨¬±¿ ª £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»¬ ±¨±²¥¬ ¬, ².¥. ´´¨»¬ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬ ¬ (9.1), ³ ª®²®°»µ L0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ «£¥¡°®©L ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ G0 ±¢¿§³¾ ¯®¤£°³¯¯³ £°³¯¯» G, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ¯®¤- «£¥¡°¥ L0.�¥®°¥¬  9.6. �³±²¼ � � L |  ´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬  (9:1)  ±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G ² ª ¿, ·²® L0 ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬ L ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨.1. �±«¨ G0 § ¬ª³²  ¢ G, ²® � ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ A =2 L0 ¨ G=G0 ' S1.2. �±«¨ G0 ¥§ ¬ª³²  ¢ G, ²® � ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ A =2 L0.� ¬¥· ¨¥. �»¸¥¯°¨¢¥¤¥ ¿ ²¥®°¥¬  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¡¥§ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ®²®¬, ·²® L0 ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬; ½²® ±³¹¥±²¢¥® ¤«¿ ®¡®¡¹¥¨¿ ²¥®°¥¬» 9.4 ¤«¿¯®¤ª« ±±  ° §°¥¸¨¬»µ £°³¯¯ �¨, ±®¤¥°¦ ¹¥£® ¨«¼¯®²¥²»¥ £°³¯¯» �¨ (±¬.x 13 ¨¦¥).�¥¯¥°¼ ¯°¨¢¥¤¥¬ ½±ª¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¢ ²¥®°¥¬¥ 9.4. �³±²¼±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    £°³¯¯¥ G. �§ ²¥®°¨¨ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®£® ¢¥ª²®°  ±«¥-¤³¥², ·²® ¯®¤ «£¥¡°  L0 ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬ L. � £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ¤«¿ � ¢»¯®«-¿¥²±¿: Lie(�) = Lie(A;L0) = L, ¯®½²®¬³ L0 ¨¬¥¥² ª®° §¬¥°®±²¼ 0 ¨«¨ 1 ¢L. �® ±«³· © ª®° §¬¥°®±²¨ 1 ¥¢®§¬®¦¥, ².ª. ²®£¤  ¨§ ²¥®°¥¬» 9.6 ±«¥¤³¥²G=G0 ' S1, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ®¤®±¢¿§®±²¨ G. �®½²®¬³ L0 = L, ¨ ¥®¡µ®¤¨-¬®±²¼ ¢ ²¥®°¥¬¥ 9.4 ¤®ª §  .�°¨¬¥° 9.2. �³±²¼ G|£°³¯¯  �¥©§¥¡¥°£  ° §¬¥°®±²¨ 2p+1. �  ¬®¦¥²¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ª ª ¯®¤£°³¯¯  £°³¯¯» GL(p+2;R), ¯®°®¦¤¥ ¿ ¬ ²°¨¶ ¬¨Id+Xi; Id+Yi; Z; i = 1; : : : ; p;£¤¥ Xi = E1;i+1; Yi = Ei+1;p+2; i = 1; : : : ; p:�«£¥¡°  �¨ L £°³¯¯» G ¯®°®¦¤¥  ª ª «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¬ ²°¨¶ ¬¨Xi; Yi; Z; i = 1; : : : ; p;



53± ¥³«¥¢»¬¨ ª®¬¬³² ²®° ¬¨[Xi; Yi] = Z; i = 1; : : : ; p:�°³¯¯  �¥©§¥¡¥°£  G ®¤®±¢¿§  ¨ ¨«¼¯®²¥² , ¯®½²®¬³ ²¥®°¥¬  9.4 ®¯¨±»-¢ ¥² ¢±¥ ³¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬»   G.9.5. �°¨¬¥· ¨¿. �°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ¯° ¢®¨-¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬ ¨ ®¯¨± ¨¥ ¬ ª±¨¬ «¼»µ ¯®¤¯®«³£°³¯¯ ¢ ¨«¼¯®²¥²»µ£°³¯¯ µ �¨ (±¬. 9.1) ¯®«³·¥» �¦. �¨«¼£¥°²®¬, �. �. �®´¬ ®¬, ¨ �¦.�. �®-³±®®¬ [73].�¥§³«¼² ² ¤«¿ ´ ª²®°±¨±²¥¬ (±¬. 9.3) ¯®«³·¥ �.�. � ·ª®¢»¬ [134].�°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿  ´´¨»µ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬ (±¬. 9.4) ¯°¨- ¤«¥¦¨² �. �¿« ,   ¯®¿²¨¥ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®£® ¢¥ª²®°  ¨±¯®«¼§®¢ «®±¼ �. �¿« ¨ �. �¥°£ °  [29].�¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¯°®¥ª¶¨© ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬   ¨«¼¯®²¥²»¥ ¨° §°¥¸¨¬»¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¬®¦® ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ²¥®°¨¨ ¯®²®-ª®¢   ½²¨µ ¬®£®®¡° §¨¿µ, ±¬.,  ¯°¨¬¥°, ª¨£³ �. �³±«¥¤¥° , �. �°¨ , ¨�. �   [27]. �²® ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ±³¹¥±²¢¥»¬ ¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨ «®ª «¼®©³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ± ¯®¬®¹¼¾ ¨«¼¯®²¥²»µ  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨©(�. �° ³· ¨ �. �¨°± [56]).10. �°®¨§¢¥¤¥¨¿ £°³¯¯ �¨� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿µ¢¥ª²®°»µ £°³¯¯ ¨ ¨«¼¯®²¥²»µ £°³¯¯ �¨. �¥§³«¼² ²» ¤«¿ ² ª¨µ ¯°®¨§-¢¥¤¥¨© ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ®¡®¡¹¥¨¥ °¥§³«¼² ²®¢ ¤«¿ ¨«¼¯®²¥²»µ£°³¯¯ �¨, ±¬. �®¤° §¤¥« 9.1.�¥®°¥¬  10.1. �³±²¼ G | ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨, C | ±¢¿§ ¿ ª®¬¯ ª² ¿¯®¤£°³¯¯  G ¨ N | ¨«¼¯®²¥² ¿ ®°¬ «¼ ¿ ¯®¤£°³¯¯  G ² ª ¿, ·²® G =C �cl(N ). �±«¨ W | ª«¨ ¢ L, ¯®°®¦¤ ¾¹¨© L ª ª  «£¥¡°³ �¨, ²® W ³¯° ¢«¿¥¬²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ intW�W (W ) \ (L(C) + L(1)) 6= ;:�°¥¤»¤³¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®¡ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ±«¥-¤³¾¹¥£® ®¯¨± ¨¿ ¢±¥µ ¬ ª±¨¬ «¼»µ ®²ª°»²»µ ¯®«³£°³¯¯ ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿µª®¬¯ ª²»µ ¨ ¨«¼¯®²¥²»µ £°³¯¯.�¥®°¥¬  10.2. �³±²¼ G | ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨, C | ±¢¿§ ¿ ª®¬¯ ª² ¿¯®¤£°³¯¯  G ¨ N | ¨«¼¯®²¥² ¿ ®°¬ «¼ ¿ ¯®¤£°³¯¯  G ² ª ¿, ·²® G =C � cl(N ). �±«¨ S | ¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ®²ª°»² ¿ ¯®¤¯®«³£°³¯¯  £°³¯¯» G, ²® ¥¥ª ± ²¥«¼»© ª«¨ L(S) = fX 2 L j exp(tX) 2 cl(S) 8t � 0g¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³¯°®±²° ±²¢®¬, ®£° ¨·¥»¬ ¨¤¥ «®¬ ¢ L.10.1. �°¨¬¥· ¨¿. �¥§³«¼² ²» ½²®£® ¯ ° £° ´  ¯®«³·¥» �¦. �¨«¼£¥°-²®¬ [71].�°³£¨¬ ¢ ¦»¬ (¨ ¡®«¥¥ ®¡¹¨¬) °¥§³«¼² ²®¬ ® ¬ ª±¨¬ «¼»µ ¯®«³£°³¯¯ µ,±¢¿§ »¬ ± ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼¾, ¿¢«¿¥²±¿ ®¯¨± ¨¥ ¬ ª±¨¬ «¼»µ ¯®¤¯®«³£°³¯¯¢ £°³¯¯ µ �¨ ± ª®ª®¬¯ ª²»¬ ° ¤¨ª «®¬, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¥¥ �¦.�. �®³±®³, ±¬.x 11.



54 11. �°³¯¯» �¨ ± ª®ª®¬¯ ª²»¬ ° ¤¨ª «®¬�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ RadG ° ¤¨ª « £°³¯¯» �¨ G, ².¥. ¬ ª±¨¬ «¼³¾ ° §°¥-¸¨¬³¾ ®°¬ «¼³¾ ¯®¤£°³¯¯³ £°³¯¯» G. � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« -£ ²¼, ·²® £°³¯¯  �¨ G ¨¬¥¥² ª®ª®¬¯ ª²»© ° ¤¨ª «, ²® ¥±²¼ ´ ª²®°£°³¯¯ K = G=RadG ª®¬¯ ª² . �²®² ¸¨°®ª¨© ª« ±± £°³¯¯ �¨ ±®¤¥°¦¨²:� ° §°¥¸¨¬»¥ £°³¯¯» �¨ (K = feg),� ª®¬¯ ª²»¥ £°³¯¯» �¨,� ¯®«³¯°¿¬»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢¥ª²®°»µ ¯°®±²° ±²¢ V ± ª®¬¯ ª²»¬¨ £°³¯-¯ ¬¨ �¨ (V � RadG).11.1. �±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¨ ¬ ª±¨¬ «¼»¥ ¯®¤¯®«³£°³¯¯». �«¥-¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¤ ¥² µ ° ª²¥°¨§ ¶¨¾ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   £°³¯¯ µ �¨ ± ª®ª®¬-¯ ª²»¬ ° ¤¨ª «®¬ ¢ ²¥°¬¨ µ ²¥®°¨¨  «£¥¡° �¨; ½²  µ ° ª²¥°¨§ ¶¨¿ ¯®«  ¢±«³· ¥ ®¤®±¢¿§»µ £°³¯¯ �¨.�¥®°¥¬  11.1. �³±²¼ ´ ª²®° G=RadG ª®¬¯ ª²¥ ¨ � � L | ¯° ¢®¨-¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  ¯®«®£® ° £ : Lie(�) = L. �±«¨ � ¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¨¢ ª ª®¬ ¯®«³¯°®±²° ±²¢¥ L, ®£° ¨·¥®¬ ¯®¤ «£¥¡°®©, ²® � ³¯° ¢«¿¥¬   ±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G. �¡° ²®¥ ¢¥°®, ¥±«¨ G ®¤®±¢¿§ .�²®² °¥§³«¼² ² ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ±«¥¤³¾¹¥© ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ¬ ª±¨¬ «¼-»µ ¯®¤¯®«³£°³¯¯ ¢ £°³¯¯ µ �¨ ± ª®ª®¬¯ ª²»¬ ° ¤¨ª «®¬.�¥®°¥¬  11.2. � ª±¨¬ «¼»¥ ¯®¤¯®«³£°³¯¯»M ± ¥¯³±²®© ¢³²°¥®±²¼¾¢ ±¢¿§®© ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G ± ª®¬¯ ª²»¬ ´ ª²®°®¬ G=RadG  µ®¤¿²-±¿ ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¨µ ª ± ²¥«¼»¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨L(M ) = fA 2 L j exp(tA) 2 cl(M ) 8t � 0g;  ¯®±«¥¤¨¥ ¢ ²®·®±²¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«³¯°®±²° ±²¢ ¬¨, ®£° ¨·¥»¬¨ ¯®¤ «-£¥¡°®©. �®«¥¥ ²®£®, ¯®«³£°³¯¯  M ¯®°®¦¤¥  ¬®¦¥±²¢®¬ exp(L(M )).�¥®°¥¬  11.1 ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 11.2, ² ª ª ª ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨«¾¡®© ¥³¯° ¢«¿¥¬®© ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬» � � L, Lie(�) = L, ¿¢«¿-¥²±¿ ±®¡±²¢¥®© ¯®¤¯®«³£°³¯¯®© G, ±®¤¥°¦ ¹¥©±¿ ¢ ¥ª®²®°®© ¬ ª±¨¬ «¼®©¯®¤¯®«³£°³¯¯¥ ± ¥¯³±²®© ¢³²°¥®±²¼¾.11.2. �¥¤³ª²¨¢»¥ £°³¯¯» �¨. �«£¥¡°  �¨ L  §»¢ ¥²±¿ °¥¤³ª²¨¢®©,¥±«¨ ¥¥ ° ¤¨ª «, ².¥. ¬ ª±¨¬ «¼»© ° §°¥¸¨¬»© ¨¤¥ «, ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¥¥ ¶¥²-°®¬. L °¥¤³ª²¨¢  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯®¤ «£¥¡°  L(1)¯®«³¯°®±² . � ½²®¬ ±«³· ¥ L ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¿¬®© ±³¬¬®© ±¢®¥£® ¶¥²°  ¨ L(1).�°³¯¯  �¨  §»¢ ¥²±¿ °¥¤³ª²¨¢®©, ¥±«¨ ¥¥  «£¥¡°  �¨ °¥¤³ª²¨¢ .� ½²®¬ ¯³ª²¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ®¯¨± ¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ �   °¥¤³ª-²¨¢®© £°³¯¯¥ G ¯°¨ ³±«®¢¨¿µ, ·²® � ¿¢«¿¥²±¿ § ¬ª³²»¬ ¢»¯³ª«»¬ ª®³±®¬¢ L, ª®³± � ²®·¥·»©, ².¥. ¨¬¥¥² ³«¥¢³¾ £° ¼: �\�� = f0g, ¨ ¨¢ °¨ ²¥®²®±¨²¥«¼® ¯°¨±®¥¤¨¥®£® ¤¥©±²¢¨¿ £°³¯¯» K, £¤¥ NAK | ° §«®¦¥¨¥�¢ ± ¢» £°³¯¯» G.� ¯®¬¨¬, ·²® (±¬. x 4):(1) ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ³¯° ¢«¿¥¬ § ¬ª³²»© ¢»¯³ª«»© ª®³± cl(co(�)), ¯®°®¦¤¥»© ±¨±²¥¬®©�;



55(2) ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬ , ².¥. A = G, ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  § ¬»ª ¨¥cl(A ) ±®¢¯ ¤ ¥² ± G ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® � ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° £®¢®¬³ ³±«®¢¨¾Lie(�) = L.�³±²¼ G = NAK | ° §«®¦¥¨¥ �¢ ± ¢» £°³¯¯» �¨ G, £¤¥ N , A, ¨ K| ±®®²¢¥²±²¢¥® ¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ¨«¼¯®²¥² ¿ ¯®¤£°³¯¯ , £« ¢ ¿ ¢¥ª²®° ¿¯®¤£°³¯¯ , ¨ ¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ª®¬¯ ª² ¿ ¯®¤£°³¯¯  G. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ L(N )¨ L(K)  «£¥¡°» �¨ £°³¯¯ �¨ N ¨ K ±®®²¢¥²±²¢¥®,   ·¥°¥§ L(1)(K) | ¯°®¨§-¢®¤³¾ ¯®¤ «£¥¡°³ £°³¯¯» �¨ K.�¥®°¥¬  11.3. �³±²¼ G | ±¢¿§ ¿ ®¤®±¢¿§ ¿ °¥¤³ª²¨¢ ¿ £°³¯¯  �¨ ±° §«®¦¥¨¥¬ �¢ ± ¢» NAK. �³±²¼ � ¿¢«¿¥²±¿ Ad(K)-¨¢ °¨ ²»¬ ¢»¯³ª-«»¬ ª®³±®¬ ¢ L, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬ � \�� = f0g ¨ int� 6= ;. �®£¤ ¨¬¥¾² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿.(i) �±«¨ (int�) \ (L(N ) + L(1)(K)) 6= ;, ²® � ³¯° ¢«¿¥¬ .(ii) �±«¨ � \ (L(N ) + L(1)(K)) = f0g, ²®� = LS(�) = fX 2 L j exp(R+X) � cl(A )g¨ � ¥³¯° ¢«¿¥¬ .(iii) �±«¨ ; 6= (� \ (L(N ) + L(1)(K))) n f0g � @�, ²® � ¥³¯° ¢«¿¥¬ .�±®¢ ¿ ¨¤¥¿, ¨±¯®«¼§³¥¬ ¿ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ½²®© ²¥®°¥¬», ±®±²®¨² ¢¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ °¥¤³ª²¨¢®© £°³¯¯» ª ª ®¤®°®¤®£® ¯°®±²° ±²¢  £°³¯¯» ±ª®ª®¬¯ ª²»¬ ° ¤¨ª «®¬ ¨ ¯®±«¥¤³¾¹¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ µ ° ª²¥°¨§ ¶¨¨ ¬ ª-±¨¬ «¼»µ ¯®¤¯®«³£°³¯¯ ¢ ² ª¨µ £°³¯¯ µ, ¯°¥¤±² ¢«¥®© ¢ ²¥®°¥¬¥ 11.2.11.3. �°¨¬¥· ¨¿. �¯¨± ¨¥ ¬ ª±¨¬ «¼»µ ¯®¤¯®«³£°³¯¯ ¢ £°³¯¯ µ �¨± ª®ª®¬¯ ª²»¬ ° ¤¨ª «®¬ ¨ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ² ª¨µ £°³¯¯ µ �¨ ¢¯. 11.1 ¯®«³·¥» �¦.�. �®³±®®¬ [110].�±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   °¥¤³ª²¨¢»µ £°³¯¯ µ �¨ ¢ ¯. 11.2 ¯°¨ ¤«¥¦¨²�¦. �¨«¼£¥°²³ [72].11.3.1. � £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ¨ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»© ¯°¨¶¨¯. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²-¢  ¥³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ®¡»·® «¨¡® ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ° £®¢®¥ ³±«®¢¨¥ °³¸¥® (±¬. ²¥®°¥¬³ 2.3), «¨¡® ±²°®¿² (¥ ®¡¿§ ²¥«¼® £« ¤ª³¾) £¨¯¥°¯®-¢¥°µ®±²¼ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¿¨©, ¯¥°¥±¥ª ¥¬³¾ ¢±¥¬¨ ²° ¥ª²®°¨¿¬¨ «¨¸¼¢ ®¤®¬  ¯° ¢«¥¨¨ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»© ¯°¨¶¨¯ ¢ ²¥®°¥-¬¥ 12.2). �®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 11.1, ¤«¿ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬   ®¤®±¢¿§-»µ £°³¯¯ µ �¨ ± ª®ª®¬¯ ª²»¬ ° ¤¨ª «®¬ ² ª³¾ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²¼ ¢±¥£¤ ¬®¦® ®²»±ª ²¼ ±°¥¤¨ ¯®¤£°³¯¯ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨. �²¥°¥±»© ¢®¯°®± ±®-±²®¨² ¢ ²®¬, ¤«¿ «¾¡®© «¨ ¥³¯° ¢«¿¥¬®© ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬» ¯®«®£®° £  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¯®¤£°³¯¯  ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨? �®«®¦¨²¥«¼»© ®²-¢¥² ¬®¦¥² ¤ ²¼ ®¢»© ±¯®±®¡ ¯®«³·¥¨¿ ¤®±² ²®·»µ ³±«®¢¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨,  ®²°¨¶ ²¥«¼»© ¤ ±² ¯°¨¬¥° ±«®¦®£® ¯°¥¯¿²±²¢¨¿ ª ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.12. �¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»¥ ±¨±²¥¬»�« ±± ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ± (n� 1) ¥§ ¢¨±¨¬»¬³¯° ¢«¥¨¥¬ ¨¬¥¥² ®±®¡¥®±²¨, ®¡«¥£· ¾¹¨¥ ¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥, ®±®¡¥® ¢ ±«³-· ¥ ¥®£° ¨·¥»µ ³¯° ¢«¥¨©. �²® ²¥¬ ¡®«¥¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¯° ¢®¨¢ °¨- ²»µ ±¨±²¥¬.



56 �¯°¥¤¥«¥¨¥ 12.1. �´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬ � = (A + mXi=1 uiBi j ui 2 R; i = 1; : : : ;m) � L (12.1) §»¢ ¥²±¿ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²®©, ¥±«¨  «£¥¡°  �¨ L0, ¯®°®¦¤¥ ¿ ¢¥ª²®°»¬¨¯®«¿¬¨ B1; : : : ; Bm, ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ «£¥¡°®© ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¢ L:dimL0 = dimLie(B1; : : : ; Bm) = dimL� 1:�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ G0 ±¢¿§³¾ ¯®¤£°³¯¯³ £°³¯¯» G, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ¯®¤- «£¥¡°¥ L0.�¯° ¢«¿¥¬®±²¼ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»µ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬ ¯®«®±²¼¾µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥¬.�¥®°¥¬  12.1. �³±²¼ � |  ´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±² ¿±¨±²¥¬  (12:1)   ±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G.(1) �±«¨ G0 § ¬ª³²  ¢ G, ²® � ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ A =2 L0 ¨ G=G0 ' S1.(2) �±«¨ G0 ¥§ ¬ª³²  ¢ G, ²® � ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ A =2 L0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«®¢¨¥ A =2 L0 ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ®¡®¨µ±«³· ¿µ (1), (2), ².ª. ®® ½ª¢¨¢ «¥²® ° £®¢®¬³³±«®¢¨¾ Lie(�) = Lie(A;L0) =L. � ª¦¥ § ¬¥²¨¬, ·²® L0 � LS(�), ¯®½²®¬³ � ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£-¤ , ª®£¤  ° ±¸¨°¥ ¿ ±¨±²¥¬  ~� = cl(co(�)) = R+A+ L0 ³¯° ¢«¿¥¬ .(1) �±«¨ cl(G0) = G0, ²® ¯°®±²° ±²¢® ¯° ¢»µ ±¬¥¦»µ ª« ±±®¢ G=G0 ¿¢-«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ®¤®¬¥°»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬, ².¥. ¯°¿¬®© R ¨«¨ ®ª°³¦®±²¼¾S1. � ª ª ª ¤«¿ ¢±¥µ x 2 G «¾¡ ¿ ²®·ª  ¯° ¢®£® ±¬¥¦®£® ª« ±±  G0x ¤®±²¨-¦¨¬  ¨§ x ¤«¿ ±¨±²¥¬» ~�, ²® ¬®¦® ±¯°®¥¶¨°®¢ ²¼ ~�   G=G0. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼,·²® ±¯°®¥¶¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬  ³¯° ¢«¿¥¬  ¯°¨ G=G0 = S1 ¨ ¥³¯° ¢«¿¥¬  ¯°¨G=G0 = R.(2) �±«¨ ¯®¤£°³¯¯  ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ G0 ¥§ ¬ª³²  ¢ G, ²® ®  ¢±¾¤³¯«®²  ¢G, ¯®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ² ª¦¥ ¢±¾¤³ ¯«®²® ¢G. �±«¨A =2 L0, ²® ±¨±²¥¬  � ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £ ¨ ¯®²®¬³ ³¯° ¢«¿¥¬  ¯® ²¥®°¥¬¥ 2.8.� ¬¥· ¨¥. �¥®°¥¬  12.1 ®¡®¡¹ ¥²   «®£¨·»© ª°¨²¥°¨© ²¥®°¥¬» 9.6,¨¬¥¾¹¥© ¤®¯®«¨²¥«¼®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ²®¬, ·²® L0 ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «®¬  «-£¥¡°» �¨ L.�«¥¤±²¢¨¥ 12.1. �¨¯¥°¯®¢¥°µ®±² ¿ ±¨±²¥¬  ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ³¯° ¢«¿¥-¬®©   ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ G ®¤®±¢¿§ , ²® ¥¥ ¯®¤£°³¯¯  ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨G0 § ¬ª³² . � «¥¥, G ®¤®±¢¿§ , ¯®½²®¬³ G=G0 ² ª¦¥ ®¤®±¢¿§ . �«¥¤®¢ -²¥«¼®, G=G0 = R, ¨ ¨§ ²¥®°¥¬» 12.1 ±«¥¤³¥², ·²® � ¥³¯° ¢«¿¥¬ .�§ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥»µ ³²¢¥°¦¤¥¨© ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤³¾¹¨© £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²-»© ¯°¨¶¨¯ | ®¡¹¥¥ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ®¤®±¢¿§»µ£°³¯¯ µ �¨.�¥®°¥¬  12.2. �³±²¼ � � L |  ´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬  (12:1)  ±¢¿§®© ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G. �³±²¼ ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤ «£¥¡°  ª®° §¬¥°®±²¨®¤¨ l  «£¥¡°» �¨ L, ±®¤¥°¦ ¹ ¿ L0. �®£¤  � ¥³¯° ¢«¿¥¬ .



57�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¨±²¥¬  � ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ±¸¨°¥  ¤®  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢-«¥¨¾ ±¨±²¥¬» ¢¨¤ �1 = (A + mXi=1 uiBi + kXi=m+1uiBi j ui 2 R; i = 1; : : : ; k) ;£¤¥ Bm+1; : : : ; Bk ¤®¯®«¿¾² B1; : : : ; Bm ¤® ¡ §¨±  ¯®¤ «£¥¡°» l. �®£« ±® ±«¥¤-±²¢¨¾ 12.1, ±¨±²¥¬  �1 ¥³¯° ¢«¿¥¬ , ¯®½²®¬³ � ² ª¦¥ ¥³¯° ¢«¿¥¬ .�¬»±« ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¢ ²®¬, ·²® ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤ «£¥¡°  ª®° §¬¥°-®±²¨ ®¤¨ l � L0, ²® ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» �  µ®¤¨²±¿ \± ®¤®©±²®°®»" ®² ±¢¿§®© ¯®¤£°³¯¯» G ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯®¤- «£¥¡°¥ l: ¢ ±¨«³ ®¤®±¢¿§®±²¨G, ½²  ¯®¤£°³¯¯  ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ° §¤¥«¿¥²G   ¤¢¥ · ±²¨.12.1. �°¨¬¥· ¨¿. �¡¹¨¥ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»¥ ¥«¨¥©»¥ ±¨±²¥¬» ¨±-±«¥¤®¢ « �. � ² [83, 84].�¥§³«¼² ²» ½²®£® ° §¤¥«  ¯®«³·¥» �.�. � ·ª®¢»¬ [134].�¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»© ¯°¨¶¨¯, ±´®°¬³«¨°®¢ »© ¢ ²¥®°¥¬¥ 12.2, ¿¢«¿¥²-±¿ ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ³±«®¢¨¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ¯°®¨§¢®«¼®© ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥�¨. �® ²¥®°¥¬¥ 11.1 �¦. �®³±® , ¥±«¨ ®¤®±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ¨¬¥¥² ª®ª®¬-¯ ª²»© ° ¤¨ª «, ²® ½²®² ¯°¨¶¨¯ ¤®±² ²®·¥ ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨. �»«® ¡»¨²¥°¥±® ° ±¸¨°¨²¼ ª« ±± ®¤®±¢¿§»µ £°³¯¯ �¨ ± ª®ª®¬¯ ª²»¬ ° ¤¨ª «®¬² ª, ·²®¡» £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»© ¯°¨¶¨¯ ®±² ¢ «±¿ ª°¨²¥°¨¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.13. �¯®«¥ ° §°¥¸¨¬»¥ £°³¯¯» �¨� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® � ¿¢«¿¥²±¿  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢-«¥¨¾ ±¨±²¥¬®© ¢¨¤  (12.1), ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ±«¥¤³-¾¹¥£® ¯®¤ª« ±±  ª« ±±  ° §°¥¸¨¬»µ £°³¯¯ �¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 13.1. � §°¥¸¨¬ ¿  «£¥¡°  �¨ L  §»¢ ¥²±¿ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨-¬®©, ¥±«¨ ¢±¥ ¯°¨±®¥¤¨¥»¥ ®¯¥° ²®°» adx, x 2 L, ¨¬¥¾² ¢¥¹¥±²¢¥»©±¯¥ª²°. �°³¯¯  �¨  §»¢ ¥²±¿ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬®©, ¥±«¨ ®  ¨¬¥¥² ¢¯®«¥ ° §-°¥¸¨¬³¾  «£¥¡°³ �¨.�°¥³£®«¼ ¿ £°³¯¯  T(n;R) (±¬. ¯°¨¬¥° 13.1 ¨¦¥) ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬ , ² ª¦¥ ª ª ¨ «¾¡ ¿ ¨§ ¥¥ ¯®¤£°³¯¯. �¨«¼¯®²¥²»¥ £°³¯¯» �¨ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬»,².ª. ¯°¨±®¥¤¨¥»¥ ®¯¥° ²®°» ¢ ¨«¼¯®²¥²»µ  «£¥¡° µ �¨ ¨¬¥¾² ³«¥-¢®© ±¯¥ª²°. � ¤°³£®© ±²®°®», £°³¯¯  ¤¢¨¦¥¨© ¯«®±ª®±²¨ E(2;R) ¿¢«¿¥²±¿° §°¥¸¨¬®©, ® ¥ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬®© (£°³¯¯  E(2;R) ¨ ¥¥ ®¤®±¢¿§ ¿  ª°»-¢ ¾¹ ¿ ~E(2;R) ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢ x 15).�¯®«¥ ° §°¥¸¨¬»¥  «£¥¡°» �¨ ¨¬¥¾² ¬®£® ¯®¤ «£¥¡° ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨(½²® ¨¬¥¥² °¥¸ ¾¹¥¥ § ·¥¨¥ ¤«¿ ª°¨²¥°¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ¢¯®«¥ ° §°¥-¸¨¬»µ £°³¯¯ µ �¨).�¥¬¬  13.1. �±«¨ L | ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬ ¿  «£¥¡°  �¨, ²® ¤«¿ «¾¡®© ¯®¤- «£¥¡°» l1 � L, l1 6= L, ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤ «£¥¡°  l2 � L ² ª ¿, ·²® l1 � l2 ¨dim l2 = dim l1 + 1.�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ª°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨  ´´¨»µ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬  ¨«¼¯®²¥²»µ £°³¯¯ µ �¨ (²¥®°¥¬  9.4) ±¯° ¢¥¤«¨¢ ¨ ¤«¿ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨-¬»µ £°³¯¯ �¨.



58 �¥®°¥¬  13.1. �³±²¼ G | ±¢¿§ ¿ ®¤®±¢¿§ ¿ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬ ¿ £°³¯¯ �¨. �¨±²¥¬  (12:1) ³¯° ¢«¿¥¬    G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  L0 = L.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·®±²¼. �±«¨ L0 = L, ²® LS(�) � LS(L0) = L. �®²¥®°¥¬¥ 4.3, ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬ .�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 12.2 ¨ «¥¬¬» 13.1.�°¨¬¥° 13.1. �³±²¼ G = T(n;R) | £°³¯¯  ¢±¥µ ¢¥°µ¥²°¥³£®«¼»µ n�n{¬ ²°¨¶ ± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨ ¤¨ £® «¼»¬¨ ½«¥¬¥² ¬¨. �°³¯¯  �¨ T(n;R)±¢¿§ , ®¤®±¢¿§  ¨ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬ . �¥  «£¥¡°  �¨ L = t(n;R) ±®±²®¨² ¨§¢±¥µ ¢¥°µ¥²°¥³£®«¼»µ n�n{¬ ²°¨¶. �°®¨§¢®¤ ¿ ¯®¤ «£¥¡°  L(1) ±®±²®¨² ¨§¢±¥µ ±²°®£® ¢¥°µ¥²°¥³£®«¼»µ ¬ ²°¨¶,   L=L(1) ¥±²¼ n-¬¥° ¿  ¡¥«¥¢   «£¥¡° �¨ ¢±¥µ ¤¨ £® «¼»µ n� n{¬ ²°¨¶.�® ²¥®°¥¬¥ 13.1  ´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    T(n;R)²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  L0 = L.�® ²¥®°¥¬¥ 9.3 ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ±¨±²¥¬» �   T(n;R) ¤®±²¨£ ¥²±¿ ± ¥ ¬¥-¥¥ ·¥¬ n = dimL=L(1) ³¯° ¢«¥¨¿¬¨. �²  ¨¦¿¿ ®¶¥ª  ²®· . � ¯°¨-¬¥°, ±¨±²¥¬  � = fA+Pni=1 uiBi j ui 2 Rg, £¤¥ Bi = Eii + Ei;i+1 ¯°¨ i =1; : : : ; n � 1 ¨ Bn = Enn ³¯° ¢«¿¥¬    T(n;R). �¥©±²¢¨²¥«¼®, «¥£ª® ¢¨¤¥²¼,·²® Lie(B1; : : : ; Bn) = t(n;R).�°¨¬¥° 13.2. �³±²¼ G = E(2;R)| ¥¢ª«¨¤®¢  £°³¯¯  ¤¢¨¦¥¨© ¤¢³¬¥°®©¯«®±ª®±²¨ R2. �°³¯¯  �¨ E(2;R) ±¢¿§ , ® ¥ ®¤®±¢¿§ . �  ¬®¦¥² ¡»²¼¯°¥¤±² ¢«¥  3� 3{¬ ²°¨¶ ¬¨ ¢¨¤ 0@ c11 c12 b1c21 c22 b20 0 1 1A ; C = (cij) 2 SO(2;R); b = � b1b2 � 2 R2;£¤¥ C | ¬ ²°¨¶  ¢° ¹¥¨¿ ¨ b | ¢¥ª²®° ²° ±«¿¶¨¨. �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¬ ²-°¨· ¿  «£¥¡°  �¨ L = e(2;R) ¯®°®¦¤¥  ª ª «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¬ ²°¨-¶ ¬¨ A1 = E13, A2 = E23, ¨ A3 = E21 � E12. �¬¥¥¬ L(1) = span(A1; A2) ¨L(2) = f0g; ¯®½²®¬³ L ° §°¥¸¨¬ .� ±±¬®²°¨¬ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²³¾ ±¨±²¥¬³ � = �A1+uA3 j u 2 R	: �®ª ¦¥¬± ¯®¬®¹¼¾ ²¥µ¨ª¨ «¨¥¢±ª®£®  ±»¹¥¨¿, ·²® ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    E(2;R).�¬¥¥¬ A1;�A3 2 LS(�). �®½²®¬³ exp(s adA3)A1 2 LS(�) ¤«¿ ¢±¥µ s 2 R.�® exp(s adA3)A1 = (cos s)A1+ (sin s)A2. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, span(A1; A2) � LS(�);¯®½²®¬³ LS(�) = L. �² ª, ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    E(2;R).�·¥¢¨¤®, � ¬®¦¥² ² ª¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬   ®¤®±¢¿§®©  ª°»¢ ¾¹¥© ~E(2;R) £°³¯¯» E(2;R). �»¸¥¯°¨¢¥¤¥®¥ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» �   E(2;R) ·¨±²®  «£¥¡° ¨·¥±ª®¥, ².¥. ®®¥ ¨±¯®«¼§³¥² ¨ª ª¨µ £«®¡ «¼»µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ £°³¯¯» E(2;R).�®½²®¬³ � ³¯° ¢«¿¥¬  ¨   ~E(2;R).�¯¥ª²° ®¯¥° ²®°  adA3 ±®±²®¨² ¨§ �i ¨ 0. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ½²®² ¯°¨¬¥° ¯®-ª §»¢ ¥², ·²® ³±«®¢¨¥ ¯®«®© ° §°¥¸¨¬®±²¨  «£¥¡°» L, ².¥. ¢¥¹¥±²¢¥®±²¨±¯¥ª²°  ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ®¯¥° ²®°®¢ ¢ ²¥®°¥¬¥ 13.1 ±³¹¥±²¢¥®. �®¤°®¡»¥³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬   £°³¯¯¥ E(2;R) ¨ ¥¥ ®¤-®±¢¿§®©  ª°»¢ ¾¹¥© ~E(2;R) ¯°¨¢¥¤¥» ¢ ¯°¨¬¥°¥ 15.2.13.1. �°¨¬¥· ¨¿. �¥§³«¼² ²» ½²®£® ° §¤¥«  ¡»«¨ ¯®«³·¥» �.�. � ·-ª®¢»¬ [134].



59�¯®«¥ ° §°¥¸¨¬»¥  «£¥¡°» �¨ (£°³¯¯» �¨)  §»¢ ¾²±¿ ² ª¦¥ ²°¥³£®«¼»-¬¨  ¤ R ¨«¨  «£¥¡° ¬¨ (±®®²¢¥²±²¢¥® £°³¯¯ ¬¨), ²¨¯  (R) (±¬.,  ¯°¨¬¥°,®¡§®° �.�. �¨¡¥°£ , �.�. �®°¡ ¶¥¢¨· , ¨ �. �. �¨¹¨ª  [6]).13.1.1. �«£¥¡°» �¨, ±«®¦»¥ ¤«¿ ³¯° ¢«¥¨¿. �«¿ «¾¡®© £°³¯¯» �¨ G ¨«¾¡®©  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬»� = (A + mXi=1 uiBi j ui 2 R)  G £°³¯¯¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ®¤®°®¤®© · ±²¨�0 = ( mXi=1 uiBi j ui 2 R)¤®±² ²®·  ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» �   G. � §®¢¥¬  «£¥¡°³ �¨ L ±«®¦-®© ¤«¿ ³¯° ¢«¥¨¿, ¥±«¨ «¾¡ ¿  ´´¨ ¿ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬  � � L ¨ ¥¥®¤®°®¤ ¿ · ±²¼ �0 ®¤®¢°¥¬¥® ³¯° ¢«¿¥¬» ¨«¨ ¥³¯° ¢«¿¥¬» (  ±¢¿§-®© ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ L, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© G). �  «£¥¡°¥ �¨ L ±«®¦®©¤«¿ ³¯° ¢«¥¨¿ ¢¥ª²®° ±®±  A ¢  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬¥ � � L ¥¯®¬®£ ¥² ³¯° ¢«¥¨¾, ·²® ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²  ¢ ¯°®¨§¢®«¼»µ  «£¥¡° µ �¨.�¬¥¥²±¿ ° ±¸¨°¿¾¹ ¿±¿ ¶¥¯®·ª  ª« ±±®¢  «£¥¡° �¨ ±«®¦»µ ¤«¿ ³¯° ¢«¥-¨¿:  ¡¥«¥¢» � ¨«¼¯®²¥²»¥ � ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬»¥: (13.1)�¡¥«¥¢ ±«³· © ° ±±¬®²°¥ ¢ ±«¥¤±²¢¨¨ 9.1, ¨«¼¯®²¥²»© | ¢ ²¥®°¥¬¥ 9.4,  ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬»© | ¢ ²¥®°¥¬¥ 13.1.� ¤°³£®© ±²®°®»,  «£¥¡°  �¨ £°³¯¯» E(2;R) ¤¢¨¦¥¨© ¯«®±ª®±²¨ ° §°¥-¸¨¬ , ¥ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬  ¨ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±«®¦®© ¤«¿ ³¯° ¢«¥¨¿ (±¬. ¯°¨-¬¥° 15.2).�®£« ±® £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²®¬³ ¯°¨¶¨¯³ (²¥®°¥¬  12.2), ¢±¥  «£¥¡°» �¨,³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±«¥¤³¾¹¥¬³ ±¢®©±²¢³:� «¾¡ ¿ ¯®¤ «£¥¡°  l � L; l 6= L; ±®¤¥°¦¨²±¿¢ ¯®¤ «£¥¡°¥ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨  «£¥¡°» L � ; (13.2)¿¢«¿¾²±¿ ±«®¦»¬¨ ¤«¿ ³¯° ¢«¥¨¿. �¢²®°³ ¥¨§¢¥±²®, ¿¢«¿¥²±¿ «¨ ½²®¢ª«¾·¥¨¥ ±²°®£¨¬. �® «¥¬¬¥ 13.1, ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬»¥  «£¥¡°» �¨ ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾² ±¢®©±²¢³ (13.2). �±²¥±²¢¥»© ¢®¯°®± § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ±³¹¥±²¢³¾² «¨ «£¥¡°» �¨, ±«®¦»¥ ¤«¿ ³¯° ¢«¥¨¿ ¨ ¥ ±®¤¥°¦ ¹¨¥±¿ ¢ ¶¥¯®·ª¥ (13.1)? �±«¨¤ , ²® ¬®¦® «¨ ½²³ ¶¥¯®·ª³ ¯°®¤®«¦¨²¼ ¤® ª ª®£®-¨¡³¤¼ ° §³¬®£® ª« ±±   «-£¥¡° �¨? �«¿ ®²¢¥²    ½²®² ¢®¯°®± ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ¢ ¦®© ²¥®°¨¿ ¯®¤ «£¥¡°ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¢  «£¥¡° µ �¨, ±®§¤  ¿ �. �. �®´¬ ®¬ [78, 79, 81].13.1.2. �®¤ «£¥¡°» ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¨ ¤¢ . �¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±-²¨ ¤«¿ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬»µ  «£¥¡° �¨ (±¬. x 13) ®±®¢ ®   ±«¥¤³¾¹¥¬ ´ ª²¥:«¾¡ ¿ ±®¡±²¢¥ ¿ ¯®¤ «£¥¡°  ¢¥¹¥±²¢¥®© ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬®©  «£¥¡°» �¨ ±®-¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¯®¤ «£¥¡°¥ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨. � ¤°³£®© ±²®°®», «¾¡ ¿ ±®¡±²¢¥- ¿ ¯®¤ «£¥¡°  ¢¥¹¥±²¢¥®© ° §°¥¸¨¬®©  «£¥¡°» �¨ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¥ª®²®°®©¯®¤ «£¥¡°¥ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¨«¨ ¤¢ .�®¦® ¯®½²®¬³ ¯°¥¤«®¦¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ¯®¤µ®¤ ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ ³¯° ¢«¿¥-¬®±²¨   ° §°¥¸¨¬»µ £°³¯¯ µ �¨. �¯°®¥¶¨°³¥¬ ±¨±²¥¬³ ¢¤®«¼ ±¢¿§®© ¯®¤-£°³¯¯», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ³ª § ®© ¯®¤ «£¥¡°¥ ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¨«¨ ¤¢ .



60� ²¥¬: 1) ¥±«¨ ½²  £°³¯¯  § ¬ª³²  ¨ ®°¬ «¼ , ²® ¯®«³· ¥¬ ¯° ¢®¨¢ °¨- ²³¾ ±¨±²¥¬³   ®¤®- ¨«¨ ¤¢³¬¥°®© £°³¯¯¥ �¨ (² ª¨¥ ±¨±²¥¬» ¯°®±²»¤«¿ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿); 2) ¥±«¨ ½²  ¯®¤£°³¯¯  § ¬ª³² , ²® ¯®«³· ¥¬ ¥«¨¥©³¾±¨±²¥¬³   ®¤®- ¨«¨ ¤¢³¬¥°®¬ £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ (² ª¨¥ ±¨±²¥¬» ¬®¦-® ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¬¥²®¤ ¬¨ ¥«¨¥©®© ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨); 3)  ª®¥¶, ¥±«¨½²  ¯®¤£°³¯¯  ¥§ ¬ª³² , ²® ¬®¦® ¯°®¡®¢ ²¼ ¯°¨¬¥¿²¼ ²¥®°¨¾ ³¯° ¢«¿¥-¬»µ ±¨±²¥¬   ±«®¥¨¿µ.14. �°³¯¯» �¨, ®²«¨·»¥ ®² ±¢®¨µ ¯°®¨§¢®¤»µ ¯®¤£°³¯¯�«£¥¡°» �¨ L, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¾ L 6= L(1), ®¡° §³¾² ¸¨°®ª¨©ª« ±±, ±®¤¥°¦ ¹¨© ª« ±± ° §°¥¸¨¬»µ  «£¥¡°» �¨, ® ¥ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨© ± ¨¬: ¯°¨¬¥°, gl(n;R) ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ° §°¥¸¨¬®© ¨ ¨¬¥¥² ¯°®¨§¢®¤³¾ ¯®¤ «£¥¡°³sl(n;R). � ¤°³£®© ±²®°®», ¥±«¨  «£¥¡°  �¨ L ¯®«³¯°®±² , ²® L = L(1). �¡° ²-®¥ ¥¢¥°®:  «£¥¡°  �¨ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»µ ¤¢¨¦¥¨© ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° -±²¢  e(2;R) = R3h so(3;R) ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³¯°®±²®©, µ®²¿ ¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ±¢®¥©¯°®¨§¢®¤®© ¯®¤ «£¥¡°®©.� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ±¨±²¥¬ ±® ±ª -«¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬� = fA+ uB j u 2 Rg= A+RB � L (14.1)  £°³¯¯¥ �¨ G, ¥ ±®¢¯ ¤ ¾¹¥© ±® ±¢®¥© ¯°®¨§¢®¤®© ¯®¤£°³¯¯®© G(1). �«¥-¤®¢ ²¥«¼®, ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® L 6= L(1).14.1. �¡®§ ·¥¨¿ ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. � · «  ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿, ±¢¿§ -»¥ ± ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¨ ±®¡±²¢¥»¬¨ ¯°®±²° ±²¢ ¬¨ ¯°¨±®¥¤¨¥-®£® ®¯¥° ²®°  adB ¢  «£¥¡°¥ �¨ L.�°®¨§¢®¤ ¿ ¯®¤ «£¥¡°  ¨ ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯®¤ «£¥¡° :L(1) = [L;L]; L(2) = [L(1); L(1)];ª®¬¯«¥ª±¨´¨ª ¶¨¿ L ¨ L(i), i = 1; 2:Lc = L 
RC ; L(i)c = L(i) 
RC ;¯°¨±®¥¤¨¥»¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¨ ®¯¥° ²®°»:ad : L! End(L); (adB)X = [B;X] 8X 2 L;adc : Lc ! End(Lc); (adcB)X = [B;X] 8X 2 Lc;±¯¥ª²° ®¯¥° ²®°®¢ adBjL(i) , i = 1; 2:Sp(i) = n a 2 C j Ker �adcBjL(i)c � a Id� 6= f0go ;¢¥¹¥±²¢¥»© ¨ ª®¬¯«¥ª±»© ±¯¥ª²°» ®¯¥° ²®°®¢ adBjL(i) , i = 1; 2:Sp(i)r = Sp(i) \R; Sp(i)c = Sp(i) nR;ª®¬¯«¥ª±»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ¯°®±²° ±²¢  adcBjL(1)c :Lc(a) = Ker �adcBjL(1)c � a Id� ;¢¥¹¥±²¢¥»¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ®¯¥° ²®°  adBjL(1) , ®¤®¬¥°»¥¯°¨ ¢¥¹¥±²¢¥»µ a 2 Sp(1)r ¨ ¤¢³¬¥°»¥ ¯°¨ ª®¬¯«¥ª±»µ a 2 Sp(1)c :L(a) = (Lc(a) + Lc(a)) \ L;



61ª®¬¯«¥ª±»¥ ª®°¥¢»¥ ¯°®±²° ±²¢  ®¯¥° ²®°®¢ adcBjL(i)c , i = 1; 2:L(i)c (a) = 1[N=1Ker �adcBjL(i)c � a Id�N ;¢¥¹¥±²¢¥»¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ®¯¥° ²®°®¢ adBjL(i) , i = 1; 2, ¢¥-¹¥±²¢¥»¥   «®£¨ ª®¬¯«¥ª±»µ ª®°¥¢»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢:L(i)(a) = �L(i)c (a) + L(i)c (a)�\L;ª®¬¯®¥²» ¯°®±²° ±²¢ L(i), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢¥¹¥±²¢¥»¬ ±®¡±²¢¥»¬§ ·¥¨¿¬ ®¯¥° ²®°®¢ adBjL(i) , i = 1; 2:L(i)r =X� nL(i)(a) j a 2 Sp(i)r o :�®¤ «£¥¡°» L(1) ¨ L(2) ¿¢«¿¾²±¿ ¨¤¥ « ¬¨  «£¥¡°» L, ¯®½²®¬³ ®¨ (adB)-¨¢ °¨ ²», ¨ ®£° ¨·¥¨¿ adBjL(1) ¨ adBjL(2) ®¯°¥¤¥«¥».� ±«¥¤³¾¹¥© «¥¬¬¥ ¯°¨¢¥¤¥» ¯°®±²»¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ® ° §«®¦¥¨¨ ¯®¤ «-£¥¡° L(1) ¨ L(2) ¢ ±³¬¬» ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¯°¨±®¥¤¨¥®£® ®¯¥-° ²®°  adB.�¥¬¬  14.1. (1) L(i) =X� nL(i)(a) j a 2 Sp(i); Ima � 0o, i = 1; 2,(2) Sp(2) � Sp(1), Sp(2)r � Sp(1)r ,(3) L(2)(a) � L(1)(a) ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(2),(4) L(2)r � L(1)r ,(5) Sp(2) � Sp(1)+Sp(1).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢®¤¨²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ±² ¤ °²»µ ° ±-±³¦¤¥¨© ¨§ «¨¥©®©  «£¥¡°». �°®¬¥ ½²®£®, ¢ ¯³ª²¥ (5) ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ²®¦-¤¥±²¢® �ª®¡¨.� ±±¬®²°¨¬ ´ ª²®° ®¯¥° ²®°fadB : L(1)=L(2) ! L(1)=L(2);®¯°¥¤¥«¥»© ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:�fadB��X + L(2)� = (adB)X + L(2) 8X 2 L(1):� «®£¨·® ¯°¨ a 2 Sp(1) ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ´ ª²®° ®¯¥° ²®° ¢ ´ ª²®°¥ ª®°¥¢®£®¯°®±²° ±²¢ : fadB(a) : L(1)(a)=L(2)(a)! L(1)(a)=L(2)(a);�fadB(a)��X + L(2)(a)� = (adB)X + L(2)(a) 8X 2 L(1)(a);¨ ¥£® ª®¬¯«¥ª±¨´¨ª ¶¨¾:gadcB(a) : L(1)c (a)=L(2)c (a)! L(1)c (a)=L(2)c (a);�gadcB(a)� �X + L(2)c (a)� = (adcB)X + L(2)c (a) 8X 2 L(1)c (a):�¯°¥¤¥«¥¨¥ 14.1. �³±²¼ a 2 Sp(1). �³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ j(a) £¥®¬¥²-°¨·¥±ª³¾ ª° ²®±²¼ ±®¡±²¢¥®£® § ·¥¨¿ a ®¯¥° ²®°  gadcB(a) ¢ «¨¥©®¬¯°®±²° ±²¢¥ L(1)c (a)=L(2)c (a).



62 � ¬¥· ¨¿.(a) �«¿ a 2 Sp(1) ·¨±«® j(a) ° ¢® ª®«¨·¥±²¢³ ¦®°¤ ®¢»µ ¡«®ª®¢ ®¯¥° ²®° fadB(a) ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ L(1)(a)=L(2)(a).(b) �±«¨ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ a 2 Sp(1) ¯°®±²®¥, ²® j(a) = 0 ¯°¨ a 2 Sp(2) ¨j(a) = 1 ¯°¨ a 2 Sp(1) n Sp(2).�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® L = L(1)�RB ¤«¿ ¥ª®²®°®£® B ¨§ L (½²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥®¯° ¢¤ ® ²¥®°¥¬®© 14.1 ¨¦¥). �®£¤  ¯® «¥¬¬¥ 14.1L = RB� L(1) = RB�X� nL(1)(a) j a 2 Sp(1); Ima � 0o ; (14.2)²® ¥±²¼ «¾¡®© ½«¥¬¥² X 2 L ¬®¦¥² ¡»²¼ ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:X = XB +XnX(a) j a 2 Sp(1); Ima � 0o ; XB 2 RB; X(a) 2 L(1)(a):� ±±¬®²°¨¬ ² ª®¥ ° §«®¦¥¨¥ ¤«¿ ¥³¯° ¢«¿¥¬®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ A ±¨±²¥¬»�: A = AB +XnA(a) j a 2 Sp(1); Ima � 0o :�³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ eA(a) ª ®¨·¥±ª³¾ ¯°®¥ª¶¨¾ ¢¥ª²®° A(a) 2 L(1)(a)  ´ ª²®° ¯°®±²° ±²¢® L(1)(a)=L(2)(a).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 14.2. �³±²¼ L = L(1) � RB, a 2 Sp(1), ¨ j(a) = 1. �³¤¥¬£®¢®°¨²¼, ·²® ¢¥ª²®° A 2 L ¨¬¥¥² ³«¥¢³¾ a-¢¥°µ³¸ª³, ¥±«¨eA(a) 2 �fadB(a) � a Id��L(1)(a)=L(2)(a)� :� ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® A ¨¬¥¥² ³«¥¢³¾ a-¢¥°µ³¸ª³. � ½²¨µ±«³· ¿µ ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¡®§ ·¥¨¿: top (A; a) = 0 ¨«¨top (A; a) 6= 0.� ¬¥· ¨¥. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨, ¥±«¨ ¢¥ª²®° A ¨¬¥¥² ¥³«¥¢³¾ a-¢¥°µ³¸ª³,²® ¢¥ª²®° eA(a) ¨¬¥¥² ¥³«¥¢³¾ ±®±² ¢«¿¾¹³¾, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ±² °¸¥-¬³ ¯°¨±®¥¤¨¥®¬³ ¢¥ª²®°³ ¢ (¥¤¨±²¢¥®©) ¦®°¤ ®¢®© ¶¥¯®·ª¥ ®¯¥° ²®° fadB(a). �§-§  ¥¥¤¨±²¢¥®±²¨ ¦®°¤ ®¢®£® ¡ §¨±  ½²  ª®¬¯®¥²  ¥ ®¯°¥-¤¥«¥  ®¤®§ ·®, ® ¥¥ ±¢®©±²¢® ° ¢¿²¼±¿ ³«¾ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¡ §¨± .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 14.3. � °  ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥« (�; �), Re� � Re�,  §»¢ ¥²-±¿ N -¯ °®© ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ®¯¥° ²®°  adB, ¥±«¨ ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾-¹¨¥ ³±«®¢¨¿:(1) �; � 2 Sp(1),(2) L(2)(�) 6�Xn [L(1)(a); L(1)(b)] j a; b 2 Sp(1); Re a; Re b =2 [Re�;Re�]o,(3) L(2)(�) 6�Xn [L(1)(a); L(1)(b)] j a; b 2 Sp(1); Re a; Re b =2 [Re�;Re�]o.� ¬¥· ¨¥. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¤«¿ ¯®°®¦¤¥¨¿ ®¡®¨µ ª®°¥¢»µ ¯°®±²° ±²¢L(2)(�) ¨ L(2)(�) ¤«¿ N-¯ °» (�; �) ²°¥¡³¥²±¿ ¯® ¬¥¼¸¥© ¬¥°¥ ®¤® ª®°¥¢®¥¯°®±²° ±²¢® L(1)() ± Re 2 [�; �]. � ²¥®°¥¬¥ 14.2 ¨¦¥ N-¯ °» ¿¢«¿¾²-±¿ ±¨«¼¥©¸¨¬ ¯°¥¯¿²±²¢¨¥¬ ª ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ¥®¡µ®¤¨¬»µ³±«®¢¨© ²¥®°¥¬» 14.1. � ¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ ±¢®©±²¢® ®²±³²-±²¢¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥»µ N-¯ ° ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¢¥°¥® ± ¯®¬®¹¼¾ «¥¬¬» 14.5.14.2. �¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.



6314.2.1. �®°¬³«¨°®¢ª¨ °¥§³«¼² ²®¢. �¯° ¢«¿¥¬®±²¼   ®¤®±¢¿§»µ £°³¯¯ µ�¨ G ¯°¨ G 6= G(1) ®ª §»¢ ¥²±¿ ®·¥¼ ±¨«¼»¬ ±¢®©±²¢®¬: ®®  « £ ¥² ±³-¹¥±²¢¥»¥ ®£° ¨·¥¨¿ ª ª   £°³¯¯³ G, ² ª ¨   ±¨±²¥¬³ �.�¥®°¥¬  14.1. �³±²¼ G | ±¢¿§ ¿ ®¤®±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨ ±  «£¥¡°®© �¨ L,³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¾ L 6= L(1). �±«¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L³¯° ¢«¿¥¬ , ²®:(1) dimL(1) = dimL � 1,(2) B =2 L(1),(3) L(2)r = L(1)r ,(4) Sp(2)r = Sp(1)r ,(5) Sp(1)r � Sp(1)+Sp(1),(6) j(a) � 1 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1),(7) top (A; a) 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1) ² ª¨µ, ·²® j(a) = 1.�¡®§ ·¥¨¿ j(a) ¨ top (A; a), ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ¢ ²¥®°¥¬¥ 14.1, ¢¢¥¤¥» ¢ ®¯°¥-¤¥«¥¨¿µ 14.1 ¨ 14.2.� ¬¥· ¨¿.(a) �¥°¢®¥ ³±«®¢¨¥ µ ° ª²¥°¨§³¥² ¯°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© G,   ¥ ±¨±²¥-¬³ �. �® ®§ · ¥², ·²® ¨ª ª ¿ ±¨±²¥¬  ±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬� = fA + uB g ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ³¯° ¢«¿¥¬®©   ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨G ± dimG(1) < dimG � 1. �® ¥±²¼ ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ² ª®© £°³¯¯¥¥®¡µ®¤¨¬® ³¢¥«¨·¨²¼ ª®«¨·¥±²¢® ³¯° ¢«¥¨©. �²® ±®£« ±³¥²±¿ ± ®¡¹¥©®¶¥ª®© ±¨§³ m > dimG � dimG(1) ¤«¿ ª®«¨·¥±²¢  ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©¯°¨ ³¯° ¢«¥¨¿µ, ¥®¡µ®¤¨¬®£® ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ± ¢¥ª²®°»¬³¯° ¢«¥¨¥¬ � = fA+Pmi=1 uiBi g   ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ G (±¬. ²¥®-°¥¬³ 9.3).(b) �±«®¢¨¿ (3){(7) ¥²°¨¢¨ «¼» ²®«¼ª® ¤«¿  «£¥¡° �¨ L ± L(2) 6= L(1) (¢· ±²®±²¨, ¤«¿ ° §°¥¸¨¬»µ ¥ª®¬¬³² ²¨¢»µ L). �±«¨ L(2) = L(1), ²®½²¨ ³±«®¢¨¿ ®·¥¢¨¤® ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²±¿.(c) �°¥²¼¥ ³±«®¢¨¥ ®§ · ¥², ·²® j(a) = 0 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)r , ²® ¥±²¼ ³±«®¢¨¥(6) ¥²°¨¢¨ «¼® ²®«¼ª® ¯°¨ a 2 Sp(1)c .(d) �® ²®© ¦¥ ¯°¨·¨¥, ¢ ³±«®¢¨¨ (7) ¢ª«¾·¥¨¥ a 2 Sp(1) ¬®¦® § ¬¥¨²¼  a 2 Sp(1)c . � ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ j(a) = 0, ²® ¯® ´®°¬ «¼®¬³ ®¯°¥¤¥«¥-¨¾ 14.2 ¢¥ª²®° A ¨¬¥¥² ³«¥¢³¾ a-¢¥°µ³¸ª³.(e) �¥²¢¥°²®¥ ¨ ¯¿²®¥ ³±«®¢¨¿ ±«¥¤³¾² ¨§ ²°¥²¼¥£®, ® ¯°®¹¥ ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨.�°®±²®¥ (¨ ±¨«¼®¥) \ °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥" ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±-²¨ (5) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¢¥°¥® ¯® ª °²¨¥ ° ±¯®«®¦¥¨¿ ±®¡±²¢¥»µ § -·¥¨© ®¯¥° ²®°  adBjL(1) .(f) �«¿ ° §°¥¸¨¬»µ L ¯°¨ ³±«®¢¨¿µ (1), (2) ±¯¥ª²° Sp(1) = Sp(adBjL(1) ) ±²®·®±²¼¾ ¤® £®¬®²¥²¨© ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ¤«¿ ¢±¥µ B =2 L(1). �®£¤  ³±«®¢¨¿(4), (5) § ¢¨±¿² ®² L,   ¥ ®² B.(g) � ±«³· ¥ ¯°®±²®£® ±¯¥ª²°  ®¯¥° ²®°  adBjL(1) ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢-«¿¥¬®±²¨ ¯°¨¨¬ ¾² ±®®²¢¥²±²¢¥® ¡®«¥¥ ¯°®±²³¾ ´®°¬³:�«¥¤±²¢¨¥ 14.1. �³±²¼ G | ±¢¿§ ¿ ®¤®±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨,   ¥¥  «£¥¡° �¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ L 6= L(1). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±¯¥ª²° Sp(1) ¯°®±².�±«¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L ³¯° ¢«¿¥¬ , ²®:



64(1) dimL(1) = dimL � 1,(2) B =2 L(1),(3) Sp(2)r = Sp(1)r ,(4) Sp(1)r � Sp(1)+Sp(1),(5) A(a) 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1) n Sp(2).14.2.2. � ¡°®±®ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 14:1. �±®¢»¬¨ ±°¥¤±²¢ ¬¨ ¯°¨¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¥®¡µ®¤¨¬»µ ³±«®¢¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ²¥®°¥¬» 14.1 ±«³¦ ² ° -£®¢®¥ ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (²¥®°¥¬  2.3) ¨ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²»© ¯°¨¶¨¯ (²¥-®°¥¬  12.2).� · «  ¤®ª §»¢ ¾²±¿ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¿.�¥¬¬  14.2. �³±²¼ L |  «£¥¡°  �¨ ² ª ¿, ·²® L 6= L(1), ¨ ¯³±²¼ B 2 L.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®:(1) dimL(1) < dimL � 1 ¨«¨(2) B 2 L(1) ¨«¨(3) L(1) �RB = L ¨ L(2)r 6= L(1)r .�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤ «£¥¡°  ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨  «£¥¡°» L, ±®¤¥°¦ ¹ ¿ B.�¥¬¬  14.3. �³±²¼ L |  «£¥¡°  �¨ ¨ A;B 2 L. �³±²¼ L = RB � L(1).�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ a 2 Sp(1) ² ª®¥, ·²® :(1) j(a) > 1 ¨«¨(2) j(a) = 1 ¨ top (A; a) = 0.�®£¤  Lie(A;B) 6= L.�¥®°¥¬  14.1 ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �±«¨ ®¤® ¨§ ³±«®¢¨© (1){(5)  °³¸ ¥²±¿, ²® ¯® «¥¬¬¥ 14.2 ¨ ²¥®°¥¬¥ 12.2 ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ § ¬ª³²®© ¯®«³£°³¯¯¥ £°³¯¯» �¨ G, ®£° ¨·¥®© ¯®¤£°³¯¯®©ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ ¢ G. � ¥±«¨ ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿ ®¤® ¨§ ³±«®¢¨© (6), (7), ²®¯® «¥¬¬¥ 14.3 ¨ ²¥®°¥¬¥ 2.3 ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A «¥¦¨² ¢ ±®¡±²¢¥®©±¢¿§®© ¯®¤£°³¯¯¥ £°³¯¯» G ±  «£¥¡°®© �¨ Lie(�).14.3. �®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.14.3.1. �®°¬³«¨°®¢ª¨ °¥§³«¼² ²®¢. �°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ¥®¡µ®¤¨¬»µ ³±«®¢¨©²¥®°¥¬» 14.1 ±³¹¥±²¢³¾² ¸¨°®ª¨¥ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨. �²-¬¥²¨¬, ·²® ²¥¯¥°¼ ³±«®¢¨¥ ®¤®±¢¿§®±²¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±ª«¾·¥®. � ª ·²®¨¦¥¯°¨¢®¤¨¬»¥ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ¨¬¥¾² ¯®«®±²¼¾  «£¥¡° ¨·¥±ª¨© µ -° ª²¥°, ².¥. «®ª «¼»; ½²® ®²«¨· ¥² ¨µ ®² ¤®±² ²®·»µ ³±«®¢¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨¤«¿ ¯®«³¯°®±²»µ £°³¯¯ �¨ G (±¬. x 8), ¢ª«¾· ¾¹¨µ £«®¡ «¼®¥ ³±«®¢¨¥ (ª®-¥·®±²¼ ¶¥²°  £°³¯¯» G).�¥®°¥¬  14.2. �³±²¼ � � L | ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬    ±¢¿§®©£°³¯¯¥ �¨ G. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:(1) dimL(1) = dimL � 1,(2) B =2 L(1),(3) L(2)r = L(1)r ,(4) dimLc(a) = 1 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)c ,(5) top (A; a) 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)c ,(6) ®¯¥° ²®° adBjL(1) ¥ ¨¬¥¥² N-¯ ° ¢¥¹¥±²¢¥»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©.



65�®£¤  ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    £°³¯¯¥ �¨ G.�¡®§ ·¥¨¥ top (A; a) ¨ ¯®¿²¨¥ N-¯ °», ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ¢ ²¥®°¥¬¥ 14.2, ¢¢¥-¤¥» ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¿µ 14.2 ¨ 14.3.� ¬¥· ¨¿.(a) �±«®¢¨¿ (1){(3) ¥®¡µ®¤¨¬» ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ±«³· ¥ ®¤®±¢¿§»µ£°³¯¯ G 6= G(1) (±¬. ²¥®°¥¬³ 14.1).(b) �±«®¢¨¿ (4) ¨ (5) ¡«¨§ª¨ ª ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ³±«®¢¨¿¬ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (6) ¨ (7)²¥®°¥¬» 14.1 ±®®²¢¥²±²¢¥®. � ¬¥²¨¬, ·²® ·¥²¢¥°²®¥ ³±«®¢¨¥ ®§ · ¥²,·²® ¢±¥ ª®¬¯«¥ª±»¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ®¯¥° ²®°  adBjL(1) £¥®¬¥²°¨-·¥±ª¨ ¯°®±²».(c) �±«®¢¨¿ (2) ¨ (5) ®²ª°»²», ².¥. ±®µ° ¿¾²±¿ ¯°¨ ¬ «»µ ¢®§¬³¹¥¨¿µ A¨ B.(d) � ¨¡®«¥¥ ®£° ¨·¨²¥«¼»¬ ¨§ ³±«®¢¨© (1){(6) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±«¥¤¥¥. �®¦-® ¯®ª § ²¼, ·²®  ¨¬¥¼¸ ¿ ° §¬¥°®±²¼ ¯®¤ «£¥¡°» L(1), ¢ ª®²®°®© ½²®³±«®¢¨¥ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¨ ±®µ° ¿¥²±¿ ¯°¨ ¬ «»µ ¢®§¬³¹¥¨¿µ ±¯¥ª²°  ®¯¥-° ²®°  adBjL(1) ¤«¿ ° §°¥¸¨¬»µ L, ° ¢  6. �²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ -® ¤«¿ ¯®«³·¥¨¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ �   ¬ «®¬¥°»µ®¤®±¢¿§»µ ° §°¥¸¨¬»µ £°³¯¯ µ �¨ G (±¬. x 16).(e) �¥µ¨·¥±ª¨ ±«®¦®¥ ³±«®¢¨¥ (6) ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¬¥¥® ¡®«¥¥ ¯°®±²»¬ ¨¡®«¥¥ ®£° ¨·¨²¥«¼»¬ ³±«®¢¨¥¬, ¨ ²®£¤  ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ § ¯¨±»-¢ ¾²±¿ ª ª ¢ ±«¥¤±²¢¨¨ 14.2 ¨¦¥.(f) �°¨ ¤®¯®«¨²¥«¼®¬ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨ ® ¯°®±²®²¥ ±¯¥ª²°  Sp(1) ¤®±² ²®·-»¥ ³±«®¢¨¿ ¥¹¥ ¡®«¥¥ ³¯°®¹ ¾²±¿ ¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ¢ ±«¥¤±²¢¨¨ 14.3¨¦¥.�«¥¤±²¢¨¥ 14.2. �³±²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿ ¢»¯®«¿¾²±¿ ¤«¿ ±¨±²¥¬» � �L   £°³¯¯¥ �¨ G:(1) dimL(1) = dimL � 1,(2) B =2 L(1),(3) L(2)r = L(1)r ,(4) dimLc(a) = 1 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)c ,(5) top (A; a) 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)c ,(6) Sp(1)r = ; ¨«¨ Sp(1) � fRe z > 0g ¨«¨ Sp(1) � fRe z < 0g.�®£¤  ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    G.�«¥¤±²¢¨¥ 14.3. �³±²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿ ¢»¯®«¿¾²±¿ ¤«¿ ±¨±²¥¬» � �L   £°³¯¯¥ �¨ G:(1) dimL(1) = dimL � 1,(2) B =2 L(1),(3) ±¯¥ª²° Sp(1) ¯°®±²,(4) Sp(2)r = Sp(1)r ,(5) A(a) 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)c ,(6) Sp(1)r = ; ¨«¨ Sp(1) � fRe z > 0g ¨«¨ Sp(1) � fRe z < 0g.�®£¤  ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    G.14.3.2. � ¡°®±®ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 14:2. �²  ²¥®°¥¬  ¤®ª §»¢ ¥²±¿± ¯®¬®¹¼¾ ²¥µ¨ª¨ «¨¥¢±ª®£®  ±»¹¥¨¿ (±¬. x 4): ¯®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¢®§-° ±² ¾¹ ¿ ¶¥¯®·ª  ¨¦¨µ ®¶¥®ª ª ± ²¥«¼®£® ª®³±  LS(�) ª § ¬»ª ¨¾



66¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A ¢ ¥¤¨¨¶¥ e ±² ¡¨«¨§¨°³¥²±¿   ¢±¥©  «£¥¡°¥ �¨L. �¥²° «¼³¾ °®«¼ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¨£° ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥¬¬  14.4. �³±²¼ C 2 LS(�)\L(1). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)c¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:(1) dimLc(a) = 1 ¨(2) top (C; a) 6= 0 ¨«¨ L(1)(a) � LS(�).�³±²¼, ¢¤®¡ ¢®ª, ¤«¿ ·¨±« r = maxfRea j a 2 Sp(1); C(a) 6= 0 g(¨«¨ r = minfRea j a 2 Sp(1); C(a) 6= 0 g)¨¬¥¥¬ r =2 Sp(1) ¨«¨ C(r) = 0. �®£¤ LS(�) �XnL(1)(a) j a 2 Sp(1); Re a = r; a 6= ro :�¥¯¥°¼ ¨¤¥¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 14.2 ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ±«¥¤³-¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � ±¨«³ (14.2),  «£¥¡°  �¨ L ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ¯°¿¬®©±³¬¬» ¯°¿¬®© RB ¨ ª®°¥¢»µ ¯°®±²° ±²¢ L(1)(a), a 2 Sp(1). � «¥¥ ¯®ª §»¢ -¥¬, ·²® «¨¥¢±ª®¥  ±»¹¥¨¥ LS(�) ±®¢¯ ¤ ¥² ± L. �® ¯¥°¢»µ, «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®RB � LS(�). � ²¥¬ ¤®ª §»¢ ¥¬ ®² ¯°®²¨¢®£®, ·²® L(1)(a) � LS(�) ¤«¿ ¢±¥µa 2 Sp(1). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ·¨±« n = min nRe a j a 2 Sp(1); L(1)(a) 6� LS(�)o ;m = max nRe a j a 2 Sp(1); L(1)(a) 6� LS(�)o¨ ° ±±¬®²°¨¬ ®²°¥§®ª [n;m] � R. �®£¤  ¨§ «¥¬¬» 14.4 ±«¥¤³¥², ·²® n;m ¿¢-«¿¥²±¿ N-¯ °®© ¢¥¹¥±²¢¥»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ®¯¥° ²®°  adBjL(1) , ·²®¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¾ (6) ²¥®°¥¬» 14.2. �¥®°¥¬  ¤®ª §  .�«¥¤±²¢¨¿ 14.2 ¨ 14.3 ¢»²¥ª ¾² ¨§ ²¥®°¥¬» 14.2 ¨ ¨¦¥±«¥¤³¾¹¥£® ³²¢¥°¦-¤¥¨¿, ¤ ¾¹¥£® ¯°®±²»¥ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ¥±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥»µN-¯ ° ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©.�¥¬¬  14.5. �³±²¼ B =2 L(1) ¨ L(1)r = L(2)r . �®£¤  «¾¡®¥ ¨§ ¨¦¥±«¥¤³¾¹¨µ³±«®¢¨© ¤®±² ²®·® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ®¯¥° ²®° adBjL(1) ¥ ¨¬¥« ¢¥¹¥±²¢¥»µN-¯ ° ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©:(1) Sp(1)r = ; ¨«¨(2) Sp(1) � fRe z > 0g ¨«¨(3) Sp(1) � fRe z < 0g.�±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ²¥®°¥¬ 14.1 ¨ 14.2 ¤«¿ £°³¯¯ �¨ G 6= G(1) ¤ ¾² ¯®«-®¥ ®¯¨± ¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ¥±ª®«¼ª¨µ ª« ±±®¢ £°³¯¯ �¨: ¬¥² ¡¥«¥¢»µ,¥ª®²®°»µ ¯®¤£°³¯¯ £°³¯¯»  ´´¨»µ ®²®¡° ¦¥¨© n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ ,¨ ¬ «®¬¥°»µ ®¤®±¢¿§»µ £°³¯¯ �¨. �²¨ °¥§³«¼² ²» ¯°¥¤±² ¢«¥» ¢ xx 15¨ 16.14.4. �°¨¬¥· ¨¿. �¥§³«¼² ²» ½²®£® ¯ ° £° ´  ¯®«³·¥» �.�. � ·ª®-¢»¬ [136].�¥§³«¼² ²» �.�. �®´¬   [80] ® ª®¬¯ ª²»µ ½«¥¬¥² µ ¢ ° §°¥¸¨¬»µ  «-£¥¡° µ �¨ ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«¥§» ¤«¿ ¯®¨¬ ¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ° §°¥¸¨¬»µ



67£°³¯¯ µ �¨ ¡¥§ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ®¤®±¢¿§®±²¨, ±³¹¥±²¢¥®£® ¤«¿ ¥®¡µ®¤¨¬»µ³±«®¢¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥.15. �¥² ¡¥«¥¢» £°³¯¯» �¨�«£¥¡°» �¨ L, ¨¬¥¾¹¨¥ ¯°®¨§¢®¤»© °¿¤ ¤«¨» 2:L � L(1) � L(2) = f0g; §»¢ ¾²±¿ ¬¥² ¡¥«¥¢»¬¨. �°³¯¯  �¨ ± ¬¥² ¡¥«¥¢®©  «£¥¡°®© �¨ ² ª¦¥  -§»¢ ¥²±¿ ¬¥² ¡¥«¥¢®©.�¥² ¡¥«¥¢   «£¥¡°  �¨, ®·¥¢¨¤®, ° §°¥¸¨¬ . �®½²®¬³ °¥§³«¼² ²» ¯°¥¤»-¤³¹¥£® ¯ ° £° ´  ¤ ¾² ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ¬¥² ¡¥«¥¢»µ £°³¯¯ �¨.�¥®°¥¬  15.1. �³±²¼ G| ¬¥² ¡¥«¥¢  ±¢¿§ ¿ £°³¯¯  �¨. �®£¤  ±«¥¤³¾¹¨¥³±«®¢¨¿ ¤®±² ²®·» ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» � = A +RB � L   G:(1) dimL(1) = dimL � 1,(2) B =2 L(1),(3) Sp(1)r = ;,(4) dimLc(a) = 1 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)c ,(5) top (A; a) 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)c .�±«¨ £°³¯¯  G ®¤®±¢¿§ , ²® ³±«®¢¨¿ (1){(5) ² ª¦¥ ¥®¡µ®¤¨¬» ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥-¬®±²¨ ±¨±²¥¬» �   G.�¡®§ ·¥¨¥ top (A; a) ¢¢¥¤¥® ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ 14.2.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·®±²¼ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±«¥¤±²¢¨¿ 14.2.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¤«¿ ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯» G ¯°¥¤¯®«®¦¨¬,·²® � ³¯° ¢«¿¥¬ . �®£¤  (1) ¨ (2) ±«¥¤³¾² ¨§ (1) ¨ (2) ²¥®°¥¬» 14.1.�±«®¢¨¥ (3) ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 14.1 ¨ ¬¥² ¡¥«¥¢®±²¨ £°³¯¯» G:L(1)r = L(2)r � L(2) = f0g:�±«®¢¨¥ (4). �«¿ «¾¡»µ a 2 Sp(1)c ¨¬¥¥¬ L(2)(a) = f0g, ¯®½²®¬³ j(a) ° ¢®£¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ª° ²®±²¨ ±®¡±²¢¥®£® § ·¥¨¿ a ®¯¥° ²®°  adBjL(1)(a), ².¥.dimLc(a). �®£« ±® (6) ²¥®°¥¬» 14.1, ¨¬¥¥¬ j(a) = 1, ¯®½²®¬³ dimLc(a) = 1.�±«®¢¨¥ (5). �«¿ «¾¡»µ a 2 Sp(1)c ¨¬¥¥¬ j(a) = 1, ²®£¤  ±®£« ±® (7) ²¥®°¥-¬» 14.1 ¨¬¥¥¬ top (A; a) 6= 0.�°¨¬¥° 15.1. �³±²¼ V | ª®¥·®¬¥°®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° -±²¢® ¨ l � gl(V ) | «¨¥© ¿  «£¥¡°  �¨. � ±±¬®²°¨¬ ¨µ ¯®«³¯°¿¬³¾ ±³¬¬³L = V h l. �  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤ «£¥¡°®©  «£¥¡°» �¨ £°³¯¯»  ´´¨»µ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨© ¯°®±²° ±²¢  V , ² ª ª ª L � V h gl(V ). �±«¨ l  ¡¥«¥¢ , ²® L ¬¥² ¡¥«¥¢ :L(1) = lV h f0g; L(2) = f0g:� ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯³ª²¥ ¯®¤°®¡® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ · ±²»© ±«³· ©, ª®£¤  l ®¤-®¬¥° .



68 15.1. �®«³¯°¿¬»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. �³±²¼ V | ª®¥·®¬¥°®¥ ¢¥¹¥±²-¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, dimV = n, ¨ M | ¥³«¥¢®© «¨¥©»© ®¯¥° -²®° ¢ V . � ±±¬®²°¨¬ ¬¥² ¡¥«¥¢³  «£¥¡°³ �¨ L(M ), ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ¯®«³¯°¿¬®©±³¬¬®©  ¡¥«¥¢®©  «£¥¡°» �¨ V ¨ ®¤®¬¥°®©  «£¥¡°» RM . �²   «£¥¡°  ¬®¦¥²¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  (n + 1)� (n+ 1){¬ ²°¨¶ ¬¨:L(M ) = �� Mt b0 0 � j t 2 R; b 2 Rn� � gl(n+ 1;R): (15.1)�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ G(M ) ±¢¿§³¾ ¯®¤£°³¯¯³ �¨ £°³¯¯» GL(n + 1;R), ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹³¾  «£¥¡°¥ L(M ). �  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³¯°¿¬»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¢¥ª²®°®©£°³¯¯» �¨ Rn ± ®¤®¬¥°®© £°³¯¯®© G1 = f exp(Mt) j t 2 Rg. �«¥¬¥² ¬¨£°³¯¯» G(M ) ¿¢«¿¾²±¿ ¬ ²°¨¶»� exp(Mt) p0 1 � ; t 2 R; p 2 Rn;¯®½²®¬³ £°³¯¯³ G(M ) ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¯®¤£°³¯¯³ £°³¯¯» A�(n;R) ´´¨»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ , ¯®°®¦¤¥³¾ ®¤®¯ ° -¬¥²°¨·¥±ª®© £°³¯¯®©  ¢²®¬®°´¨§¬®¢G1 ¨ ¢±¥¬¨ ²° ±«¿¶¨¿¬¨ p 2 Rn. �°³¯¯ G(M ) ¥®¤®±¢¿§  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¯®¤£°³¯-¯  G1 ¯¥°¨®¤¨· , ·²® ®·¥¢¨¤® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ¬ ²°¨¶  M ¤¨ £® «¨§¨°³¥¬ ;Sp(M ) = ir � (k1; : : : ; kn) ¤«¿ ¥ª®²®°»µr 2 R; (k1; : : : ; kn) 2Zn: 9=; (15.2)� ¬¥· ¨¥. �±«¨ ³±«®¢¨¿ (15.2) ¢»¯®«¿¾²±¿, ²® ¯® ²¥®°¥¬¥ 7.1 (® ¯®«³¯°¿-¬»µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿µ «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢ ¨ ª®¬¯ ª²»µ £°³¯¯ �¨) ±¨±²¥¬ � � L(M ) ³¯° ¢«¿¥¬    G(M ) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ¨¬¥¥² ¯®«»©° £: Lie(�) = L(M ).� ¤°³£®© ±²®°®», ¨§ ª°¨²¥°¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ®¤®±¢¿§»µ ¬¥² ¡¥«¥-¢»µ £°³¯¯ �¨ (²¥®°¥¬  15.1) ¢»²¥ª ¾² ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿®¤®±¢¿§®©  ª°»¢ ¾¹¥© ~G(M ) ¨ ¤«¿ ± ¬®© £°³¯¯» G(M ).�¥®°¥¬  15.2. �³±²¼ M | ¥³«¥¢ ¿ n � n{¬ ²°¨¶ , G = ~G(M ), L =L(M ). �¨±²¥¬  � = A+RB � L ³¯° ¢«¿¥¬    G ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:(1) ¬ ²°¨¶  M ¨¬¥¥² ·¨±²® ª®¬¯«¥ª±»© ±¯¥ª²°,(2) B =2 L(1),(3) span(B;A; (adB)A; : : : ; (adB)n�1A) = L.�«¿ £°³¯¯» G(M ) ³±«®¢¨¿ (1){(3) ¤®±² ²®·» ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨. �±«¨ ³±«®-¢¨¿ (15:2)  °³¸ ¾²±¿, ²® ³±«®¢¨¿ (1){(3) ½ª¢¨¢ «¥²» ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨  G(M ).�°¨¬¥° 15.2. �³±²¼ G = E(2;R) | ¥¢ª«¨¤®¢  £°³¯¯  ¤¢¨¦¥¨© ¯«®±ª®±²¨R2. �¥  «£¥¡°  �¨ L = e(2;R) ¯®°®¦¤¥  ª ª «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¬ ²°¨¶ ¬¨A1 = E13, A2 = E23, A3 = E21 �E12 ¨ ¨¬¥¥² ´®°¬³ (15.1):L = L(M ); M = � 0 �11 0 � :�  ° §°¥¸¨¬  (¤ ¦¥ ¬¥² ¡¥«¥¢ ):L(1) = span(A1; A2) � L(2) = f0g;



69® ¥ ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬ : Sp(adA3) = f�i; 0g:�°³¯¯  �¨ E(2;R) = G(M ) ±¢¿§ , ® ¥®¤®±¢¿§ , ½²® ¢¨¤® ¨ ¨§ ³±«®¢¨©(15.2).� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ � = A+RB � e(2;R)   ~E(2;R) | ®¤®±¢¿§®©  ª°»-¢ ¾¹¥© £°³¯¯» E(2;R). �®« ¿ µ ° ª²¥°¨§ ¶¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» �  ~E(2;R) ¢»¢®¤¨²±¿ ¨§ ²¥®°¥¬» 15.2.�¥®°¥¬  15.3. �¨±²¥¬  � = A+RB � e(2;R) ³¯° ¢«¿¥¬    ~E(2;R) ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢¥ª²®°» A, B «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¨ B =2 span(A1; A2).�®¦® ±° ¢¨²¼ ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ~E(2;R) ±® ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ³±«®¢¨-¿¬¨ ¤«¿ E(2;R), ¯®«³·¥»¬¨ ¨§ ²¥®°¥¬» 7.1.�¥®°¥¬  15.4. �¨±²¥¬  � = A+RB � e(2;R) ³¯° ¢«¿¥¬    E(2;R)²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢¥ª²®°» A, B «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¨ fA;Bg 6� span(A1; A2).15.2. �´´¨»¥ ±¨±²¥¬». �®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¬ ²°¨¶³ A 2 M(n;R)¨ ¢¥ª²®° b 2 Rn ¨ ° ±±¬®²°¨¬  ´´¨³¾ ±¨±²¥¬³_x = uAx+ b; x 2 Rn; u 2 R: (�)�®£« ±® ¯. 3.3, ½²  ±¨±²¥¬  ¯®¤·¨¥  «¨¥©®¬³ ¤¥©±²¢¨¾ £°³¯¯» G(A) �A�(n;R), ®¯¨± ®© ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯³ª²¥.�²®  ¡«¾¤¥¨¥ ¢ ±®·¥² ¨¨ ± ³±«®¢¨¿¬¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²-»µ ±¨±²¥¬   £°³¯¯ µ �¨ ¢¨¤  G(A) ¯°¨¢®¤¨² ª ¯®«»¬ ³±«®¢¨¿¬ ³¯° ¢«¿¥-¬®±²¨ ¤«¿  ´´¨»µ ±¨±²¥¬ �.�¥®°¥¬  15.5. �¨±²¥¬  � £«®¡ «¼® ³¯° ¢«¿¥¬    Rn²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£-¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:(1) ¬ ²°¨¶  A ¨¬¥¥² ·¨±²® ª®¬¯«¥ª±»© ±¯¥ª²° ¨(2) span(b; Ab; : : : ; An�1b) = Rn.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·®±²¼. � ±±¬®²°¨¬ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²³¾ ±¨±²¥-¬³ � = A + RB � L(A)   £°³¯¯¥ �¨ G(A), £¤¥ ¬ ²°¨¶» A;B 2 L(A) ¨¬¥¾²¢¨¤ A = � 0 b0 0 � ; B = � A 00 0 � :�´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  � ¨¤³¶¨°®¢   ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬®© �. � ¤°³£®©±²®°®», £°³¯¯   ´´¨»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© G(A) � A�(n;R) ²° §¨²¨¢® ¤¥©-±²¢³¥²   Rn, ².ª. ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ²° ±«¿¶¨¨. �® ±«¥¤±²¢¨¾ 3.3, ¥±«¨ ¯° ¢®¨-¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    G(A), ²®  ´´¨ ¿ ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬   Rn. �® ²¥®°¥¬¥ 15.2, ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬    G(A), ¯®½²®¬³ ¤®±² ²®·®±²¼¤®ª §  .�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �±«¨ ®¤® ¨§ ³±«®¢¨© (1), (2) ²¥®°¥¬» 15.5  °³¸ ¥²±¿,²® ±¨±²¥¬  � ¨¬¥¥² ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ª®° §¬¥°®±²¨ 1 ¨«¨ 2 ¢Rn. 15.3. �°¨¬¥· ¨¿. �¥§³«¼² ²» ½²®£® ¯ ° £° ´  ¯®«³·¥» �.�. � ·ª®-¢»¬ [136].



70 16. �¤®±¢¿§»¥ ° §°¥¸¨¬»¥ £°³¯¯» �¨ ¬ «®© ° §¬¥°®±²¨�®§¼¬¥¬  «£¥¡°³ �¨ L ¨ ° ±±¬®²°¨¬ \ ¨¡®«¼¸³¾" ±¢¿§³¾ £°³¯¯³ �¨ G±  «£¥¡°®© �¨ L | ®¤®±¢¿§³¾ £°³¯¯³ �¨. �±¥ ®±² «¼»¥ ±¢¿§»¥ £°³¯¯»�¨ ±  «£¥¡°®© �¨ L \¬¥¼¸¥" ·¥¬ G ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ®¨ ¿¢«¿¾²±¿ ´ ª²®°-£°³¯¯ ¬¨ G=C, £¤¥ C | ¥ª®²®° ¿ ¤¨±ª°¥² ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¶¥²°  £°³¯¯» G.�° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  � � L ¬®¦¥² ¯®½²®¬³ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿   «¾¡®©¨§ ½²¨µ £°³¯¯, ¨ ®¤®±¢¿§ ¿ £°³¯¯  G  ¨¡®«¥¥ ²°³¤  ¨§ ¢±¥µ ½²¨µ £°³¯¯¤«¿ ³¯° ¢«¥¨¿. �®½²®¬³ ¥±«¨ ¤   ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±¨±²¥¬  �   £°³¯¯¥�¨ (¨«¨ ®¤®°®¤®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ £°³¯¯» �¨) H, ²® ¥±²¥±²¢¥® ± · «  ¨§-³·¨²¼ ¥¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼   ®¤®±¢¿§®©  ª°»¢ ¾¹¥© eH £°³¯¯» H. �±«¨ �³¯° ¢«¿¥¬    eH, ²® ®  ®·¥¢¨¤® ³¯° ¢«¿¥¬  ¨   H (¨ ¢±¥µ ¥¥ ®¤®°®¤»µ¯°®±²° ±²¢ µ); ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨¥£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  £°³¯¯» H ( ¯°¨¬¥°, ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯®¤£°³¯¯) ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ±¨±²¥¬» �   H.�·¥¢¨¤® ¨ § ¬¥· ²¥«¼®, ·²® ³±«®¢¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥�¨ G ¤®«¦» ¨¬¥²¼  «£¥¡° ¨·¥±ª³¾ ´®°¬³: ®¨ ¯®«®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿  «-£¥¡°®© �¨ L ¨ ¥¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ � (±¬.,  ¯°¨¬¥°, ²¥®°¥¬» 9.4, 13.1, 14.1, 15.1,15.2).�²® ®¡®±®¢»¢ ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.1. �¨±²¥¬  � � L  §»¢ ¥²±¿ ³¯° ¢«¿¥¬®©, ¥±«¨ ®  ³¯° ¢-«¿¥¬    (¥¤¨±²¢¥®©) ±¢¿§®© ®¤®±¢¿§®© £°³¯¯¥ �¨ ±  «£¥¡°®© �¨ L.� ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ®±¬»±«¥®, ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥, ¤«¿ ° §°¥¸¨¬»µ «£¥¡° �¨ ¬ «®© ° §¬¥°®±²¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.2. �«£¥¡°  �¨ L  §»¢ ¥²±¿ ³¯° ¢«¿¥¬®©, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³-¾² A;B 2 L ² ª¨¥, ·²® ±¨±²¥¬  � = A+RB ³¯° ¢«¿¥¬ .�¥©±²¢¨²¥«¼®, ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¨§ ³±«®¢¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨   ° §°¥¸¨¬»µ£°³¯¯ µ �¨ (xx 11 ¨ 14) ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ° §°¥¸¨¬»µ  «£¥¡° �¨ L ¬ «®© ° §-¬¥°®±²¨:� ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» ±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ � � L,².¥. ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼  «£¥¡°» L, ¿¢«¿¥²±¿ ±¨«¼»¬ ®£° ¨·¥¨¥¬   L;� ¥±«¨ L ³¯° ¢«¿¥¬ , ²® ¯®·²¨ ¢±¥ ¯ °» (A;B) 2 L � L ¯®°®¦¤ ¾² ³¯° ¢-«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬» � = A+RB;� ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ±¨±²¥¬» � � L § ¢¨±¨² ¢ ®±®¢®¬ ®² L,   ¥ ®² �.�®«¥¥ ²®£®, ¨§ ½²¨µ °¥§³«¼² ²®¢ ±«¥¤³¥² ¯®«®¥ ®¯¨± ¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ° §-°¥¸¨¬»µ  «£¥¡° µ �¨ ¬ «®© ° §¬¥°®±²¨; ½²® ®¯¨± ¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥® ¢ ±«¥¤³-¾¹¨µ ¯³ª² µ.�® ° §¬¥°®±²¨ 6 ¢ª«¾·¨²¥«¼® ®¯¨± » ¢±¥ ° §°¥¸¨¬»¥  «£¥¡°» �¨ L,¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ³¯° ¢«¿¥¬»¬¨, ¨ ¤ » ª°¨²¥°¨¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ ±¨±²¥¬ ±®±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ � = A +RB � L (¥¤¨±²¢¥»© § §®° ¢ ½²®© ª °²¨¥¯°¥¤±² ¢«¿¥² ª« ±± L6;IV ¸¥±²¨¬¥°»µ  «£¥¡° �¨, ¨§³·¥»© ¥ ¯®«®±²¼¾).�¡¹ ¿ ª °²¨  ³¯° ¢«¿¥¬»µ ° §°¥¸¨¬»µ  «£¥¡°» �¨ \± ¢»±®²» ¯²¨·¼¥£®¯®«¥² " ² ª®¢ :dimL = 1: (¥¤¨±²¢¥ ¿)  «£¥¡°  �¨ ³¯° ¢«¿¥¬ ;dimL = 2: ®¡¥  «£¥¡°» �¨ ¥³¯° ¢«¿¥¬»;dimL = 3: ¨¬¥¥²±¿ ®¤® ±¥¬¥©±²¢® ³¯° ¢«¿¥¬»µ  «£¥¡° �¨: L3(�), � 2 C nR;dimL = 4: ¨¬¥¥²±¿ ®¤® ±¥¬¥©±²¢® ³¯° ¢«¿¥¬»µ  «£¥¡° �¨: L4(�), � 2 C nR;



71dimL = 5: ¨¬¥¥²±¿ ¤¢  ±¥¬¥©±²¢  ³¯° ¢«¿¥¬»µ  «£¥¡° �¨:1. L5;I(�; �), �; � 2 C nR, � 6= �; ��,2. L5;II(�), � 2 C nR;dimL = 6: ¨¬¥¥²±¿ ¯¿²¼ ±¥¬¥©±²¢ ³¯° ¢«¿¥¬»µ  «£¥¡° �¨:1. L6;I(�; �), �; � 2 C nR, � 6= �; ��,2. L6;II(�; �; k), �; � 2 C nR, Re� = Re�, � 6= �; ��, k 2 Rn f0g,3. L6;III(�; k; l), � 2 C n (R[ iR), k; l 2 R, k2 + l2 6= 0,4. L6;IV (�; k; l), � 2 C n (R[ iR), k; l 2 R, k2 + l2 6= 0,5. L6;V (�; k; l), � 2 C n (R[ iR), k; l 2 R, k2 + l2 6= 0,¨ ®¤¨ ¨±ª«¾·¨²¥«¼»© ª« ±± L6;IV (bi), b 2 R n f0g, ±®¤¥°¦ ¹¨© ª ª³¯° ¢«¿¥¬»¥, ² ª ¨ ¥³¯° ¢«¿¥¬»¥  «£¥¡°» �¨.� ¦¤ ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿  «£¥¡°  �¨ L ¨§®¡° ¦¥  ±µ¥¬®©   ª®¬¯«¥ª±®© ¯«®±-ª®±²¨, ±®¤¥°¦ ¹¥© ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¯°¨±®¥¤¨¥®£® ®¯¥° ²®°  adBjL(1) ,B 2 LnL(1), ¨ ±²°¥«ª¨ ¬¥¦¤³ ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ ±ª®¡ª¨�¨ ¬¥¦¤³ ±®¡±²¢¥»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ®¯¥° ²®°  adBjL(1) (½²¨ ±µ¥¬» ¯°¨¢¥¤¥»¢ ± ¬®¬ ª®¶¥ ¤ ®£® ¯ ° £° ´ ). � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ° §°¥¸¨¬»µ  «£¥¡° �¨L ± ¯°®¨§¢®¤®© ¯®¤ «£¥¡°®© L(1) ª®° §¬¥°®±²¨ ®¤¨ (  ²®«¼ª® ² ª¨¥ ° §°¥-¸¨¬»¥  «£¥¡°» �¨ ¬®£³² ¡»²¼ ³¯° ¢«¿¥¬»¬¨, ±¬, ³±«®¢¨¥ (1) ²¥®°¥¬» 14.1)±¯¥ª²°» ¢±¥µ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ®¯¥° ²®°®¢ adBjL(1) , B 2 L n L(1) £®¬®²¥²¨·-» ®²®±¨²¥«¼®  · «  ª®®°¤¨ ² 0 2 C , ¨ ª« ±±» ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ±¯¥ª²°®¢adBjL(1) , B 2 LnL(1) ¯°¨ £®¬®²¥²¨¿µ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¥ ½«¥¬¥² ¬¨ B 2 LnL(1),  ± ¬®©  «£¥¡°®© �¨ L (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¨§®¬®°´¨§¬   «£¥¡° �¨).�¥¯¥°¼ ¯°¥¤±² ¢¨¬ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¾ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ ¢ ° §°¥¸¨¬»µ  «-£¥¡° µ �¨ ¬ «®© ° §¬¥°®±²¨. �²¨ °¥§³«¼² ²» ¯®«³·¥» ± ¯®¬®¹¼¾ ³±«®¢¨©³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ xx 11, 12 ¨ 14. �°¨¢¥¤¥»  ¡°®±ª¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ¢¯«®²¼ ¤®¯¥°¢®© ¥²°¨¢¨ «¼®© ° §¬¥°®±²¨ 3: ¤«¿ ° §¬¥°®±²¥© 4{6 ¨¤¥¿ ¤®ª § ²¥«¼-±²¢  ²  ¦¥, ·²® ¨ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ±«³· ¥, ® ° ±±³¦¤¥¨¿ ±² ®¢¿²±¿  ¬®£®¤«¨¥¥.16.1. �¤®¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨. �¤¨±²¢¥ ¿ ®¤®¬¥° ¿  «£¥¡°  �¨  ¡¥-«¥¢  ¨ ¨§®¬®°´  R.�¥®°¥¬  16.1. �¤®¬¥° ¿  «£¥¡°  �¨ R ³¯° ¢«¿¥¬ .�¨±²¥¬  � = A+RB � R ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  B 6= 0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¬. ±«¥¤±²¢¨¥ 9.1.16.2. �¢³¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨. �¬¥¾²±¿ ¤¢¥ ¥¨§®¬®°´»¥ ¤¢³¬¥°»¥ «£¥¡°» �¨:  ¡¥«¥¢  R2 ¨ ° §°¥¸¨¬ ¿ ¥ ¡¥«¥¢  S2 = span(x; y), [x; y] = y.�¥®°¥¬  16.2. �¡¥ ¤¢³¬¥°»¥  «£¥¡°» �¨ R2 ¨ S2 ¥³¯° ¢«¿¥¬».�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª R2, ² ª ¨ S2 ¢¯®«¥ ° §°¥¸¨¬», ¯®½²®¬³ ¢±¥ ±«¥¤³¥²¨§ ²¥®°¥¬» 13.1.16.3. �°¥µ¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨.�®±²°³ª¶¨¿ 16.1. �«£¥¡°  �¨ L3(�), � 2 C nR (°¨±. 2):L3(�) = span(x; y; z);adxjspan(y;z) = � a �bb a � ; � = a+ bi:



72 �«£¥¡°  �¨ L3(�) ¯°¥¤±² ¢«¥  ±µ¥¬®©   °¨±. 2 ± ¯®¬®¹¼¾ ±®¡±²¢¥»µ§ ·¥¨© �; �� 2 C ¨ ®¢¥¹¥±²¢«¥¨© ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ y; z 2 L3(�) ¯°¨±®-¥¤¨¥®£® ®¯¥° ²®°  adxjspan(y;z).�¥®°¥¬  16.3. �³±²¼ L = L3(�), � 2 C n R, ¨ A;B 2 L. �¨±²¥¬  � =A+RB � L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥³±«®¢¨¿:(1) B =2 L(1),(2) ¢¥ª²®°» A ¨ B «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬».�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·®±²¼. �®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¥ ³±«®¢¨¿ ±«¥¤±²¢¨¿ 14.3¢»¯®«¿¾²±¿.�±«®¢¨¿ (1) ¨ (2) ®·¥¢¨¤® ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²±¿.�±«®¢¨¥ (3). � ±±¬®²°¨¬ ° §«®¦¥¨¥ B = Bxx+ Byy + Bzz. �¬¥¥¬Sp(1) = Sp(adBjL(1) ) = Bx � Sp(adxjL(1)) = Bx � f�; ��g:B =2 L(1) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  Bx 6= 0, ¯®½²®¬³ ±¯¥ª²° Sp(1) ¯°®±².�±«®¢¨¥ (4): Sp(2)r = Sp(1)r = ;.�±«®¢¨¥ (5), A(a) 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ a 2 Sp(1)c ®§ · ¥², ·²® ¢¥ª²®° A ¨¬¥¥² ¥³-«¥¢³¾ ¯°®¥ª¶¨¾   L(1) ¢¤®«¼ ¯°¿¬®© RB, ².¥. ·²® A ¨ B «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬».�±«®¢¨¥ (6): Sp(1)r = ;.�¥¯¥°¼ ¨§ ±«¥¤±²¢¨¿ 14.3 ¢»²¥ª ¥², ·²® ±¨±²¥¬  � ³¯° ¢«¿¥¬ .�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±«¥¤±²¢¨¿ 14.1.�¥®°¥¬  16.4. �°¥µ¬¥° ¿ ° §°¥¸¨¬ ¿  «£¥¡°  �¨ ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼-ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ¨§®¬®°´   «£¥¡°¥ L3(�), � 2 C nR.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·®±²¼. �®¦¥±²¢® ±¨±²¥¬ �, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ³±«®¢¨¿¬ (1) ¨ (2) ²¥®°¥¬» 16.3, ¥¯³±²®.�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �³±²¼ � = A +RB � L | ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬ . �® ²¥®°¥-¬¥ 14.1 ¨¬¥¥¬ dimL(1) = 2 ¨ B =2 L(1). �°®¨§¢®¤ ¿ ¯®¤ «£¥¡°  L(1) ¨«¼¯®-²¥²  ¨ ¤¢³¬¥° , ¯®½²®¬³  ¡¥«¥¢ . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, Sp(2)r � Sp(2) = ;. �¬¥¥¬Sp(1) = Sp(adBjL(1) ) = f�; ��g; � = �+ i� 2 C nR:�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨± y; z ¯«®±ª®±²¨ L(1) ² ª®©, ·²®[B; y] = �y + �z; [B; z] = ��y + �z:�·¨²»¢ ¿, ·²® L(1)  ¡¥«¥¢ , ¯®«³· ¥¬ L ' L3(�).16.4. �¥²»°¥µ¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨.�®±²°³ª¶¨¿ 16.2. �«£¥¡°  �¨ L4(�), � 2 C nR (°¨±. 3):L4(�) = span(x; y; z; w);adxjspan(y;z;w) = 0@ a �b 0b a 00 0 2a 1A ; � = a+ bi;[y; z] = w:�²°¥«ª¨   ±µ¥¬¥  «£¥¡°» �¨ L4(�)   °¨±. 3 ®§ · ¾², ·²® ±ª®¡ª  �¨ ¢¥ª-²®°®¢ y ¨ z ¤ ¥² ¢¥ª²®° w.



73�¥®°¥¬  16.5. �³±²¼ L = L4(�), � 2 C nR, ¨ A;B 2 L. �¨±²¥¬  � = A +RB � L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥³±«®¢¨¿:1. B =2 L(1),2. A(�) 6= 0.�¥®°¥¬  16.6. �¥²»°¥µ¬¥° ¿ ° §°¥¸¨¬ ¿  «£¥¡°  �¨ ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ¨§®¬®°´   «£¥¡°¥ L4(�), � 2 C nR.16.5. �¿²¨¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨.�®±²°³ª¶¨¿ 16.3. �«£¥¡°  �¨ L5;I(�; �), �; � 2 C nR (°¨±. 4):L5;I(�; �) = span(x; y; z; u; v);adxjspan(y;z;u;v) = 0BB@ a �b 0 0b a 0 00 0 c �d0 0 d c 1CCA ; � = a+ bi; � = c+ di:�®±²°³ª¶¨¿ 16.4. �«£¥¡°  �¨ L5;II(�), � 2 C nR (°¨±. 5):L5;II(�) = span(x; y; z; u; v);adxjspan(y;z;u;v) = 0BB@ a �b 0 0b a 0 01 0 a �b0 1 b a 1CCA ; � = a+ bi:�°³¦ª¨ ¢®ª°³£ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© �, ��   °¨±. 5 ®§ · ¾²  «£¥¡° ¨·¥±-ª³¾ ª° ²®±²¼ ¤¢ . (�²¬¥²¨¬, ·²®, ª ª ¢¨¤® ¨§ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥®© ¬ ²°¨¶»,¨µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ª° ²®±²¼ ° ¢  ¥¤¨¨¶¥.)�¥®°¥¬  16.7. �³±²¼ L = L5;I(�; �), �; � 2 C n R, � 6= �; ��, ¨ A;B 2 L.�¨±²¥¬  � = A+RB � L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1. B =2 L(1),2. A(�) 6= 0 ¨ A(�) 6= 0.�¥®°¥¬  16.8. �³±²¼ L = L5;II(�), � 2 C n R ¨ A;B 2 L. �¨±²¥¬  � =A+RB � L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥³±«®¢¨¿:1. B =2 L(1),2. top(A; �) 6= 0.� ¬¥· ¨¥. �¡®§ ·¥¨¥ top(A; �) 6= 0 ¢ ²¥®°¥¬¥ 16.8 (¨ ¢ ²¥®°¥¬¥ 16.14¨¦¥) ®§ · ¥², ·²® ¢¥ª²®° A ¨¬¥¥² ¥³«¥¢³¾ ª®¬¯®¥²³, ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹³¾ ±² °¸¥¬³ ª®°¥¢®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ ®¯¥° ²®°  adBjL(1) ¤«¿ ¥£® ±®¡±²¢¥-®£® ¢¥ª²®°  �.�¥®°¥¬  16.9. �¿²¨¬¥° ¿ ° §°¥¸¨¬ ¿  «£¥¡°  �¨ ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼-ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ¨§®¬®°´   «£¥¡°¥ L5;I(�; �), �; � 2 C n R, � 6= �; ��, ¨«¨L5;II(�), � 2 C nR.



74 16.6. �¥±²¨¬¥°»¥ £°³¯¯» �¨.�®±²°³ª¶¨¿ 16.5. �«£¥¡°  �¨ L6;I(�; �), �; � 2 C nR (°¨±. 6):L6;I(�; �) = span(x; y; z; u; v; w);adxjspan(y;z;u;v;w) = 0BBBB@ a �b 0 0 0b a 0 0 00 0 c �d 00 0 d c 00 0 0 0 2a 1CCCCA ; � = a+ bi; � = c+ di;[y; z] = w:�®±²°³ª¶¨¿ 16.6. �«£¥¡°  �¨ L6;II(�; �; k), �; � 2 C n R, Re� = Re�,k 2 Rn f0g (°¨±. 7):L6;II(�; �; k) = span(x; y; z; u; v; w);adxjspan(y;z;u;v;w) = 0BBBB@ a �b 0 0 0b a 0 0 00 0 a �d 00 0 d a 00 0 0 0 2a 1CCCCA ; � = a+ bi; � = a + di;[y; z] = w; [u; v] = kw:�®±²°³ª¶¨¿ 16.7. �«£¥¡°  �¨ L6;III(�; k; l), � 2 C n (R[ iR), k; l 2 R,k2 + l2 6= 0 (°¨±. 8):L6;III(�; k; l) = span(x; y; z; u; v; w);adxjspan(y;z;u;v;w) = 0BBBB@ a �b 0 0 0b a 0 0 00 0 3a �b 00 0 b 3a 00 0 0 0 2a 1CCCCA ; � = a+ bi;[w; y] = ku+ lv; [w; z] = �lu + kz:�®±²°³ª¶¨¿ 16.8. �«£¥¡°  �¨ L6;IV (�; k; l), � 2 C n (R[ iR), k; l 2 R,k2 + l2 6= 0 (°¨±. 9):L6;IV (�; k; l) = span(x; y; z; u; v; w);adxjspan(y;z;u;v;w) = 0BBBB@ a �b 0 0 0b a 0 0 00 0 �a �b 00 0 b �a 00 0 0 0 0 1CCCCA ; � = a+ bi;[y; v] = �[z; u] = kw; [y; u] = [z; v] = lw:



75�®±²°³ª¶¨¿ 16.9. �«£¥¡°  �¨ L6;V (�; k; l), � 2 C n (R[ iR), k; l 2 R,k2 + l2 6= 0 (°¨±. 10):L6;V (�; k; l) = span(x; y; z; u; v; w);adxjspan(y;z;u;v;w) = 0BBBB@ a �b 0 0 0b a 0 0 01 0 a �b 00 1 b a 00 0 0 0 2a 1CCCCA ; � = a+ bi;[y; z] = kw; [y; u] = [z; v] = lw:�®±²°³ª¶¨¿ 16.10. �« ±±  «£¥¡° �¨ L6;V I(bi), b 2 Rn f0g (°¨±. 11):�«£¥¡°  �¨ L ¯°¨ ¤«¥¦¨² ª« ±±³ L6;V I(bi), ¥±«¨:L = span(x; y; z; u; v; w);L(1) = span(y; z; u; v; w);Sp(adxjL(1)) = f�bi; 0g;®¡  ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨¿ �bi ¨¬¥¾² ¤¢®©³¾  «£¥¡° ¨·¥±ª³¾ ª° ²®±²¼;w 2 L(2):�« ±± L6;V I ±®¤¥°¦¨² ¬®¦¥±²¢® ¥¨§®¬®°´»µ  «£¥¡° �¨, ³¬®¦¥¨¥ ¢ª®²®°»µ ¬» ¥ ¬®¦¥¬ ®¯¨± ²¼ ¯®¤°®¡®, ª ª ¤«¿  «£¥¡° �¨ L6;I{L6;V .�¥®°¥¬  16.10. �³±²¼ L = L6;I(�; �), �; � 2 C n R, � 6= �; ��, ¨ A;B 2 L.�¨±²¥¬  � = A+RB � L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1. B =2 L(1),2. A(�) 6= 0 ¨ A(�) 6= 0.�¥®°¥¬  16.11. �³±²¼ L = L6;II(�; �; k), �; � 2 C nR, Re� = Re�, � 6= �; ��,k 2 Rn f0g ¨ A;B 2 L. �¨±²¥¬  � = A+RB � L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1. B =2 L(1),2. A(�) 6= 0 ¨ A(�) 6= 0.�¥®°¥¬  16.12. �³±²¼ L = L6;III(�; k; l), � 2 C n(R[iR), k; l 2 R, k2+ l2 6=0 ¨ A;B 2 L. �¨±²¥¬  � = A + RB � L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1. B =2 L(1),2. A(�) 6= 0.�¥®°¥¬  16.13. �³±²¼ L = L6;IV (�; k; l), � 2 C n(R[iR), k; l 2 R, k2+l2 6= 0¨ A;B 2 L. �¨±²¥¬  � = A+RB � L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1. B =2 L(1),2. A(�) 6= 0 ¨ A(��) 6= 0.�¥®°¥¬  16.14. �³±²¼ L = L6;V (�; k; l), � 2 C n(R[iR), k; l 2 R, k2+l2 6= 0¨ A;B 2 L. �¨±²¥¬  � = A+RB � L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1. B =2 L(1),



76 2. top(A; �) 6= 0.� ¬¥· ¨¥. �« ±± L6;V I(bi), b 2 Rn f0g, ±®¤¥°¦¨² ª ª ³¯° ¢«¿¥¬»¥, ² ª ¨¥³¯° ¢«¿¥¬»¥  «£¥¡°» �¨�¥®°¥¬  16.15. �³±²¼ ¸¥±²¨¬¥° ¿ ° §°¥¸¨¬ ¿  «£¥¡°  �¨ L ¥ ¯°¨ ¤-«¥¦¨² ª« ±±³ L6;V I(bi), b 2 Rn f0g. �«£¥¡°  �¨ L ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  ®  ¨§®¬®°´  ®¤®© ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ  «£¥¡°:1. L6;I(�; �), �; � 2 C nR, � 6= �; ��;2. L6;II(�; �; k), �; � 2 C nR, Re� = Re�, � 6= �; ��, k 2 Rn f0g;3. L6;III(�; k; l), � 2 C n (R[ iR), k; l 2 R, k2 + l2 6= 0;4. L6;IV (�; k; l), � 2 C n (R[ iR), k; l 2 R, k2 + l2 6= 0;5. L6;V (�; k; l), � 2 C n (R[ iR), k; l 2 R, k2 + l2 6= 0.
r �yr ��z�¨±. 2. L3(�). r �y@@@Rr ��z����r2aw�¨±. 3. L4(�); Re� = a.r �yr ��z r �ur ��v�¨±. 4. L5;I(�; �). rf�uy rf ��vz�¨±. 5. L5;II(�).



77r �y@@@Rr ��z����r2aw r �ur ��v�¨±. 6. L6;I(�; �); Re� = a. r �y@@@Rr� uHHHjr ��z����r�� v���*r2aw�¨±. 6. L6;II(�; �; k); Re� = Re� = a.r �y@@@R -r ��z���� -r 2aw����@@@Rr 3a+ biur 3a� biv�¨±. 8. L6;III(�; k; l); � = a + bi. rw0 �����+ r a+ biyrQQQQQk a� biz�����3r�a� bi vrQQQQQs�a+ bi u�¨±. 9. L6;IV (�; k; l); � = a+ bi.@@@Rrf�uy ����rf ��vz r2aw�¨±. 10. L6;V (�; �); Re� = a. rw0?rf biy urf6�biz v�¨±. 11. L6;V I(bi).16.7. �°¨¬¥· ¨¿. �« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ° §°¥¸¨¬»µ  «£¥¡° �¨¬ «®© ° §¬¥°®±²¨ ¯®«³·¥  �.�. � ·ª®¢»¬ [138, 139].�±²¥±²¢¥»¬ ±«¥¤³¾¹¨¬ ¸ £®¬ ¡»«  ¡» ¯®« ¿ ¨  £«¿¤ ¿ ª« ±±¨´¨-ª ¶¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ ¢ ®¡¹¨µ  «£¥¡° µ �¨ ¬ «®© ° §¬¥°®±²¨ ± ¯®¬®-¹¼¾ ±¨²¥§  \¯®«³¯°®±²®©" ¨ \° §°¥¸¨¬®©" ²¥®°¨¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ° §«®¦¥¨¿�¨ (�. �³¯ª  [108]). 17. � ª«¾·¨²¥«¼»¥ § ¬¥· ¨¿� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¯°¨¢¥¤¥» ±±»«ª¨   ° ¡®²», ¡«¨§ª¨¥ ª ²¥¬¥ ¤ ®£® ®¡-§®° :



78 �¡§®°» ¨ ±¯° ¢®·»¥ ±² ²¼¨ ¯® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬  £°³¯¯ µ �¨: �. �®£ ¨ �¦.�. �®³±® [54], �. �³¯ª  [108], �.�. � ·ª®¢ [138],�. � ««¥ [141, 142, 143].�¨£¨ ¨ ®¡§®°» ¯® £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿: �.�. �£° ·¥¢,�.�. � µ° ¬¥¥¢, ¨ �. �. � ¬ª°¥«¨¤§¥ [1], �.� .�¤°¥¥¢ [2], �. �. �°®ª¥²² [49],�.�. � µ° ¬¥¥¢ [3, 4], �.�. �®²¼¥ [59], �. �¦ °¤¦¥¢¨· [95], �. �±¨¤®°¨ [86],�¦. � ±²¨ [52], �.�¦. �³±±¬  [152].�¨£¨ ¨ ®¡§®°» ¯® £°³¯¯ ¬ ¨  «£¥¡° ¬ �¨: �. �³°¡ ª¨ [46, 47], �.�. � ° -¤ ° ¿ [154], �.�. �¨¡¥°£ ¨ �.�. �¨¹¨ª [5], �.�. �¨¡¥°£, �. �. �®°¡ ¶¥¢¨·,¨ �. �. �¨¹¨ª [6].�¨£¨ ¯® ²¥®°¨¨ ¯®«³£°³¯¯ �¨: �.�. �®´¬  ¨ �¦.�. �®³±® [82], �¦. �¨«¼-£¥°² ¨ �.-�. �¨¡ [75], �¦. �¨«¼£¥°², �. �. �®´¬ , ¨ �¦.�. �®³±® [74].�¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬: �.�. �£° ·¥¢ [21], �. � ··¨®²²¨ ¨�. �²¥´ ¨ [35], �. � ±²® �®± «¢¥± [62, 63, 64, 65], �.�. �¨ ·¨¨ ¨ �. �²¥-´ ¨ [36], �. �¥°¬  [66], �. �¥°¬± [67, 68, 69], �. �¥°¬± ¨ �. � ¢±ª¨ [70],�. � ¢±ª¨ [100], �. �°¥¥° [102], �. �¥¢¨²² ¨ �.�¦. �³±±¬  [120], �. �®¡-°¨ [121, 122], �. �²¥´ ¨ [148], �.�¦. �³±±¬  [153], �.�¦. �³±±¬  ¨�. �¦ °¤¦¥¢¨· [150], �.�. �°¥²¼¿ª [15].�¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¡¨«¨¥©»µ ¨  ´´¨»µ ±¨±²¥¬: �. �¤¤  [19], �. �¤¤  ¨�. � ««¥ [20], �. � ··¨®²²¨ [34], �. �® ° [37, 38], �. �³²¡¨ [42], �. �. �°®-ª¥²² [50], �. �°³¨, �¦. �¨ �¨««®, ¨ �¦. �®· [51], �.�. �®¤¨·¥ª ¨ �. �. � °¥¤-°  [101], �. �««¨®²² ¨ �. � ° [57], �. �¬¡¥°², �. �«¨ª, ¨ �.-�¦. �®±± ° [85],�. �®® ¨ �.�. �³  [88], �. �¦ °¤¦¥¢¨· ¨ �. � ««¥ [98], �. �³·¥°  [105,106, 107], �. �. �¥¯¥ [10], �. �®¡°¨ [123], �. �¨¥·®²²ª  [131], �. �¨¥·®²²ª  ¨�.�. �° ª [132], �. �. �¨ª ¨ �. �. �®«¥° [133], �.�. � ·ª®¢ [11, 12, 13, 14, 135].�¨¥©»¥ ¨ ¡¨«¨¥©»¥ ±¨±²¥¬»   £°³¯¯ µ �¨: �. �¿«  ¨ �. �¨° ® [31],�. �¿« , �. �®©®, ¨ �. �®²® [33], �. �¿«  ¨ �. �¨°® [30], �. �¿«  ¨ �. � ª¨¡¥-°®£«» [32], �. � °ª³± [124].�®±²°³ª²¨¢ ¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¨ ±¨²¥§ ³¯° ¢«¥¨¿   £°³¯¯ µ �¨ ¨ ¯°®-±²° ±²¢ µ ¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©: �.�. �¥«¨ª¨ [7, 8, 9, 156], �.�. �°¨¸ ¯° ± ¤¨ �.�. �± ª¨°¨± [103, 104], �. �. �¥® °¤ [116], �.�. �¥® °¤ ¨ �.�. �°¨¸ ¯-° ± ¤ [117, 118], �. � °²¨, �. �®«¸, ¨ �. � ±²°¨ [147], �. �®«¸, �. �®²£®¬¥°¨,¨ �. � ±²°¨ [155].� ¤ ·¨ ³¯° ¢«¥¨¿   £°³¯¯ µ �¨: �. �® ° [39], �. �¥, �.�. � ¿¢ ± ,¨ �.�. � °²¨ [53], �. �¦. �®± [58], �. �¨°±·®° [77], �. �¦ °¤¦¥¢¨· [91,92, 93, 94], �. �®¢°¨· [119], �. �¨²²¥µ³¡¥° [125, 127], �. �®°®©-�¥°¥± [128],�. �¦. �³±±¬  [149], �.�. �ª®¢¥ª® [16, 17], �. �. �¶¥ª® [18].�¢²®° ¡« £®¤ °¨² �.�. �£° ·¥¢  §  ¯°¥¤«®¦¥³¾ ²¥¬³ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²-»µ ±¨±²¥¬   £°³¯¯ µ �¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°¥¤¬¥²  ¨±±«¥¤®¢ ¨¿,   ² ª¦¥ �. �¿-«³, �. �® ° , �.�. �®²¼¥, �. �¦ °¤¦¥¢¨· , �.�. �¥«¨ª¨ , �. �®«®¨³± ,�¦.�. �®³±® , �. �¨²²¥µ³¡¥° , �. �  � °²¨ , �. �¨«¼¢  �¥©²¥, �¦. �¨«¼-£¥°² , �. �. �®´¬   §  ¯®«¥§»¥ ®¡±³¦¤¥¨¿ ¯°¥¤¬¥²  ¤ ®© ° ¡®²» ¨ ¯°¥-¤®±² ¢«¥¨¥ ¨µ ±² ²¥©.
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