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Об оптимальном качении сферы
с прокручиванием, без проскальзывания

Рассматривается задача о качении сферы по плоскости с прокручива-
нием, без проскальзывания. Требуется перекатить сферу из одной кон-
фигурации в другую так, чтобы достигался минимум действия. Получена
полная параметризация экстремальных траекторий и исследуются есте-
ственные симметрии гамильтоновой системы принципа максимума Понт-
рягина (вращения и отражения) и их неподвижные точки. На основе полу-
ченных оценок для неподвижных точек доказаны верхние оценки времени
разреза, т.е. момента времени, когда экстремальная траектория теряет оп-
тимальность. Более детально рассмотрена задача о переориентации сфе-
ры, в частности, найдены диффеоморфные области в прообразе и образе
экспоненциального отображения, которые используются для построения
оптимального синтеза.

Библиография: 15 названий.

Ключевые слова: оптимальное управление, геометрические методы,
симметрии, качение поверхностей.

DOI: 10.4213/sm8296

§ 1. Введение

Рассматривается механическая система, состоящая из сферы, катящейся по
плоскости с прокручиванием, но без проскальзывания. Состояние такой систе-
мы в каждый момент времени характеризуется точкой на плоскости и ориента-
цией сферы в пространстве. Требуется перекатить сферу из заданного началь-
ного состояния в заданное конечное так, чтобы достигался минимум действия.
Отсутствие проскальзывания означает, что точка контакта сферы и плоско-
сти имеет нулевую мгновенную скорость, наличие прокручивания означает,
что вектор угловой скорости сферы может быть направлен в произвольном
направлении.

Эта задача является естественной модификацией задачи об оптимальном
качении сферы по плоскости без прокручивания и проскальзывания, которая
была впервые поставлена в работе Дж. Хаммерсли [1]. Позже А. Артур и
Дж. Уолш получили уравнения для экстремальных траекторий в терминах
кватернионов [2]. В. Джурджевич провел качественное исследование этих тра-
екторий и показал, что при оптимальном качении точка контакта сферы и
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