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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷êè ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è íàêðûâàþùèì, à äðóãîå � ëèï-

øèöåâûì. Ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿ-

òèå (q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî òî÷åê

ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè òàêîãî òèïà. Óêàçûâàþòñÿ âîçìîæíûå

ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå.

1 Îïðåäåëåíèÿ è íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ

Äàäèì íåêîòîðûå âàæíûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à ôóíêöèÿ ρ : X ×X → [0,+∞) òàêîâà, ÷òî

� (ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y) ∀x, y ∈ X (àêñèîìà òîæäåñòâà);

� ρ(y, x) = ρ(x, y) ∀x, y ∈ X (àêñèîìà ñèììåòðèè);

� ρ(x, z) ⩽ ρ(x, y) + ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Òîãäà ïàðà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, à ôóíêöèÿ ρ � ìåòðèêîé

íà íåì.

Åñëè â äàííîì îïðåäåëåíèè îïóñòèòü àêñèîìó ñèììåòðèè, à îñòàëüíûå äâå îñòàâèòü,

òî ôóíêöèÿ ρ íàçûâàåòñÿ êâàçèìåòðèêîé [1]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàçèìåòðèêè ρ, âîîá-

ùå ãîâîðÿ, ρ(y, x) ̸= ρ(x, y). Åñëè æå â îïðåäåëåíèè êâàçèìåòðèêè çàìåíèòü íåðàâåíñòâî

òðåóãîëüíèêà íà ñëåäóþùåå:

ρ(x, z) ⩽ q1ρ(x, y) + q2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X,

íàçûâàåìîå (q1, q2)-îáîáùåííûì íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà (q1, q2 � ïîëîæèòåëü-

íûå ÷èñëà), òî ïàðà (X, ρ) ïðåâðàùàåòñÿ â (q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [1].

Çàìåòèì, ÷òî òåì ñàìûì âñÿêàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ (1,1)-êâàçèìåòðèêîé, íî îáðàòíîå íåâåð-

íî, ïîñêîëüêó (1,1)-êâàçèìåòðèêà íåîáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íà.

Êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ìåòðè÷åñêèõ (ñì., íàïðè-

ìåð, �2 ðàáîòû [5]). Òàê, â ïîëíîì êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íåîáÿçàòåëüíî âûïîë-

íåí ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Êâàçèìåòðèêó ρ áóäåì íàçûâàòü ñëàáî ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè

( lim
i→∞

ρ(ξ, xi) = 0) ⇒ ( lim
i→∞

(xi, ξ) = 0) ∀{xi} ⊂ X, ∀ξ ∈ X.
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Ïàðà (X, ρ) � ñëàáî ñèììåòðè÷åñêîå êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 1. Âîçüìåì âåùåñòâåííûå ÷èñëà a < b < c è ðàññìîòðèì íà ïðÿìîé R ìíîæåñòâî

X = {a} ∪ [b, c]. Îïðåäåëèì íà X ×X íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ρX òàê:

ρX(a, b) = ρX(b, a) = 1, ρ(a, x) = ρX(x, a) = 3 ∀x ∈ (b, c],

ρX(x1, x2) = |x1 − x2| ∀x1, x2 ∈ [b, c].

Ôóíêöèÿ ρX ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé (3,3)-êâàçèìåòðèêîé. Ðàññìîòðèì îòêðûòûé øàð

OX(a, 2) = {y ∈ X | ρX(y, a) < 2}. Ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì: äåéñòâèòåëüíî,

òî÷êà b ∈ OX(a, 2) äëÿ íåãî íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

âåðíî, ÷òî xε = b +
ε

2
∈ (b, c], íî xε ̸∈ OX(a, 2), ïîñêîëüêó ρX(xε, a) = 3. Òåì ñàìûì, â

êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îòêðûòûé øàð ìîæåò è íå áûòü îòêðûòûì ìíîæåñòâîì!

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðèìåðû êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè òî÷åê èìåþò êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî ïðåäåëîâ [1].

Ïðèìåð 2. (Ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ). Ðàññìîòðèì íà ïðÿìîé R êâàçèìåòðèêó ρ, îïðåäåëåí-

íóþ òàê:

ρ(x, y) =

y − x, y ⩾ x,

1, y < x.

Òîãäà â êâàçèìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R, ρ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = − 1

n
ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè (òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî ïðè

m,n ⩾ N âåðíî ρ(xn, xm) < ε), îäíàêî íå èìååò ïðåäåëà. Òî åñòü ïðîñòðàíñòâî (R, ρ) íå
ïîëíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn =

1

n
èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë y = 0,

ïîñêîëüêó ρ(0, yn) =
1

n
, îäíàêî {yn} íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Ïðèìåð ïî-

êàçûâàåò, ÷òî â êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò èç èõ ïîëíîòû, à ïîëíîòà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à Φ : X → Y è Ψ : X → Y � ïðîèçâîëüíûå

îòîáðàæåíèÿ. Òî÷êà ξ ∈ X, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Φ(ξ) = Ψ(ξ),

íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé Φ è Ψ.

Â ñèëó èñòîðè÷åñêîé òðàäèöèè, èçó÷àþòñÿ òî÷êè ñîâïàäåíèÿ ïàðû îòîáðàæåíèé îïðå-

äåëåííîãî âèäà, à èìåííî, íàêðûâàþùåãî è ëèïøèöåâà îòîáðàæåíèé [2].

Ïóñòü X = (X, ρX) è Y = (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à ÷èñëî α > 0.
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Îòîáðàæåíèå Ψ : X → Y íàçûâàåòñÿ α-íàêðûâàþùèì, åñëè âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

BY (Ψ(x), r) ⊂ Ψ(BX(x, r)) ∀x ∈ X, ∀r > 0.

Çäåñü BX(x, r) = {y ∈ X | ρX(y, x) ⩽ r} � çàìêíóòûé øàð â X.

Ïóñòü X = (X, ρX) è Y = (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à ÷èñëî β > 0.

Îòîáðàæåíèå Ψ : X → Y íàçûâàåòñÿ β-ëèïøèöåâûì, åñëè

ρY (Φ(x1),Φ(x2)) ⩽ βρX(x1, x2) ∀x1, x2 ∈ X.

2 Ðåçóëüòàòû î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû î òî÷êàõ ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé â

ìåòðè÷åñêèõ è êâàçèìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 1 (Î âîçìóùåíèè) (À.À. Ìèëþòèí) [2]. Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðî-

ñòðàíñòâîì, à Y ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ Φ,Ψ : X → Y

òàêîâû, ÷òî Ψ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è α−íàêðûâàþùèì, à Φ ÿâëÿåòñÿ β−ëèïøèöåâûì,
ïðè÷åì α > β ⩾ 0. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ Ψ± Φ ÿâëÿþòñÿ (α− β)-íàêðûâàþùèìè.

Çàìåòèì, ÷òî èç Òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ñîâïàäåíèÿ Φ è Ψ, ïîñêîëüêó

âñÿêîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì. Òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ X, äëÿ

êîòîðîé (Ψ− Φ)(ξ) = 0, è áóäåò èñêîìîé òî÷êîé.

Òåîðåìà 2 (À.Â. Àðóòþíîâ) [3]. Ïóñòü X = (X, ρX), Y = (Y, ρY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðî-

ñòðàíñòâà, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ Φ,Ψ : X → Y

òàêîâû, ÷òî Ψ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è α−íàêðûâàþùèì, à Φ ÿâëÿåòñÿ β−ëèïøèöåâûì,
ïðè÷åì α > β ⩾ 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ñîâïàäåíèÿ ξ

îòîáðàæåíèé Φ è Ψ, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà

ρX(ξ, x) ⩽
ρY (Φ(x),Ψ(x))

α− β
.

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò Òåîðåìó 1, âåäü òåïåðü ïðîñòðàíñòâî Y � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè-

÷åñêîå. Ôàêò íàêðûâàíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ψ − Φ ñ êîíñòàíòîé α − β ñëåäóåò èç îöåíêè

ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè ñîâïàäåíèÿ è ðàññìîòðåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ [3].

Òåîðåìà 3 (Î.À. Âàñÿíèí) [4]. Ïóñòü X = (X, ρX) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì è îäíîâðåìåííî

ëèíåéíî ñâÿçíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, à ïðîñòðàíñòâî Y = R. Ïóñòü îòîáðà-
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æåíèå Φ : X → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ρY (Φ(x1),Φ(x2)) ⩽ γ(ρX(x1, x2)),

ãäå íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ γ : [0,+∞) → [0,+∞) òàêîâà, ÷òî γ(t) < t ïðè t > 0, à

îòîáðàæåíèå Ψ : X → Y ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì 1-íàêðûâàþùèì. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà

ñîâïàäåíèÿ îòîáðàæåíèé Φ è Ψ.

Ýòà òåîðåìà ãëàñèò î ñóùåñòâîâàíèè òî÷êè ñîâïàäåíèÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöè-

îíàëîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè íàêðûâàíèÿ è ëèïøèöåâîñòè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

ïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íîìåðíî, � ñ÷èòàåì áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî X = Rn, � ìíîæå-

ñòâî òî÷åê ñîâïàäåíèÿ ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà ïðè n = 1 è èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà

ïðè n ⩾ 2.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëå-

íèÿ.

Äëÿ ôóíêöèè f : X × X → [0,+∞) è òî÷êè (x1, x2) ∈ X × X ââåäåì íèæíèé ïðåäåë

ôóíêöèè ïî âòîðîé ïåðåìåííîé:

limη→x2
ρX(x1, η) = inf

{ηi}∞i=1

limi→∞f(x1, ηi).

Çäåñü èíôèìóì â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {ηi} ⊂ X òàêèì,

÷òî ηi → x2. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè F íèæíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ F : X → Y ââåäåì åãî ãðàôèê, òî åñòü ìíîæåñòâî

gphF = {(x, y) ∈ X × Y | y = F (x)}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå F çàìêíóòî, åñëè äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{xi} ⊂ X è {yi} ⊂ Y òàêèõ, ÷òî xi → x0 ∈ X, yi → y0 ∈ Y, (xi, yi) ∈ gphF ∀i âåðíî, ÷òî
(x0, y0) ∈ gphF .

Îáîçíà÷èì äëÿ ÷èñåë n ∈ N è θ ∈ [0, 1) ñóììó ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì θ : 1 + θ + . . . + θn−1 = S(θ, n) =
1− θn

1− θ
. Óäîáíî ïîëîæèòü

S(θ, 0) = 0.

Òåîðåìà 4 (À.Â. Àðóòþíîâ, À.Â. Ãðåøíîâ) [5]. Ïóñòü (q1, q2)-êâàçèìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî (X, ρX) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïóñòü îòîáðàæåíèå Ψ ÿâëÿåòñÿ α−íàêðûâàþùèì è çà-

ìêíóòûì, à îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ β-ëèïøèöåâûì. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ X. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òî÷êà ñîâïàäåíèÿ ξ îòîáðàæåíèé Φ è Ψ òàêàÿ, ÷òî

limη→ξρX(x0, η) ⩽
q21α

m0−1S
(q2β

α
,m0 − 1

)
+ q1(q2β)

m0−1

αm0 − q2βm0
ρY (Ψ(x0),Φ(x0)).
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Åñëè ïðîñòðàíñòâî (X, ρX) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèì, òî äëÿ ξ òàêæå âûïîëíåíà

îöåíêà

ρX(x0, ξ) ⩽ q1
q21α

m0−1S
(q2β

α
,m0 − 1

)
+ q1(q2β)

m0−1

αm0 − q2βm0
ρY (Ψ(x0),Φ(x0)).

Çäåñü ÷èñëî m0 = min{j ∈ N | q2βj < αj}.

3 Ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå

Ñàìè ïî ñåáå êâàçèìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà àêòèâíî èçó÷àþòñÿ â òîïîëîãèè, ôóíê-

öèîíàëüíîì è ìåòðè÷åñêîì àíàëèçå [6] è èìåþò ïðèëîæåíèÿ â âûïóêëîì àíàëèçå è òåîðèè

îïòèìèçàöèè. Òåîðèÿ òî÷åê ñîâïàäåíèÿ (ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè òî÷åê ñîâïàäåíèÿ,

ìîùíîñòè èõ ìíîæåñòâà è óñòîé÷èâîñòè ê âîçìóùåíèÿì îòîáðàæåíèé) íàøëà ïðèëîæå-

íèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå: â ìîäåëè "ñïðîñ-ïðåäëîæåíèå" òî÷êà ñîâïàäåíèÿ ïàðû

îòîáðàæåíèé (ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ), îïðåäåëåííûõ íà ñïåöèàëüíîì ïîäìíîæåñòâå â Rn,

îêàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ðàâíîâåñíûõ öåí [7]. Ýêîíîìè÷åñêàÿ æå èíòåðïðåòàöèÿ êâàçèìåò-

ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ àâòîðó ïîêà íåèçâåñòíà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Wilson, W. A. (1931). On Quasi-Metric Spaces. American Journal of Mathematics, 53(3),

675�684

[2] Äìèòðóê À.Â., Ìèëþòèí À.À., Îñìîëîâñêèé Í.Ï. Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà è òåîðèÿ

ýêñòðåìóìà // ÓÌÍ. 1980. Ò. 35, � 6 (216). Ñ. 11�46.

[3] Àðóòþíîâ À.Â. Íàêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è íåïî-

äâèæíûå òî÷êè // Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê. 2007. Ò. 416, � 2. Ñ. 151�155.

[4] Âàñÿíèí Î.À. Òî÷êè ñîâïàäåíèÿ è çàäà÷è óïðàâëåíèÿ // Òðóäû 14-ãî Âñåðîññèéñêîãî

ñîâåùàíèÿ ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ (ÂÑÏÓ XIV, Ìîñêâà, 2024). Ì.: ÈÏÓ ÐÀÍ, 2024.

[5] Àðóòþíîâ À.Â., Ãðåøíîâ À.Â. (Q-1,Q-2)-quasimetric spaces. Covering mappings and

coincidence points // Izvestiya Mathematics. 2018. Vol. 82, Iss. 2. Ñ. 245-272.

[6] Àëåêñàíäðîâ Ï.Ñ., Íåìûöêèé Â.Â. Óñëîâèå ìåòðèçóåìîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ è àêñèîìà ñèììåòðèè // Ìàòåì. ñá., 3(45):3 (1938), 663�672.

[7] Àðóòþíîâ À.Â., Ïàâëîâà Í.Ã., Øàíàíèí À.À. Ðàâíîâåñíûå öåíû â îäíîé ìîäåëè

ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. 2016. Ò. 28, � 3. Ñ. 3�22.

5


	Определения и необходимые сведения
	Результаты о точках совпадения
	Прикладное значение
	Литература

