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Рассмотрена задача управления мобильным роботом с двумя прицепами на плоскости без препятствий. Робот состоит из платформы с закрепленной на ней колесной парой, прицепы
имеют аналогичное описание. Прицепы последовательно крепятся к роботу в некоторых точках сцепки. Управление двумерно и соответствует линейной и угловой скорости робота
(или, что эквивалентно, одного из прицепов). Из условия непроскальзывания колёс возникает неголономная система. В данной работе исследуется вопрос управляемости этой системы из
произвольного начального положения робота с прицепами в произвольное конечное положение. Этот вопрос изучен Ф. Жаном [1] для частного вида сцепки робота с прицепами.

Геометрическая модель робота с
двумя прицепами

Модель определяется расстояниями от колесных пар до
точек сцепки l1 > 0, l2 > 0, l3 > 0, l4 > 0; голономными
ограничениями
x1 = x − l1 cos θ − l2 cos θ1, y1 = y − l1 sin θ − l2 sin θ1,

x2 = x1 − l3 cos θ1 − l4 cos θ2, y2 = y1 − l3 sin θ1 − l4 sin θ2;

а также неголономными ограничениями
ẋ sin θ − ẏ cos θ = 0, ẋi sin θi − ẏi cos θi = 0, i = 1, 2.

Замечание
Задача управления с неограниченным управлением в виде
линейной и угловой скорости робота эквивалентна задаче
управления с неограниченным управлением в виде линейной
и угловой скорости первого прицепа.

Постановка задачи управления
(относительно первого прицепа)
Положение робота с прицепами определяется вектором

q = (x1, y1, θ1, θ, θ2) ∈ M = R2

x1,y1
× S1

θ1
× S1

θ × S1

θ2
.

Управляемая система принимает следующий вид:
q = (x1, y1, θ1, θ, θ2) ∈ R2

x1,y1
× S1

θ1
× S1

θ × S1

θ2
,

q̇ = u1X1 + u2X2, (1)

X1 =

(
cos θ1, sin θ1, 0,

sin(θ − θ1)

l1
,
sin(θ1 − θ2)

l4

)
,

X2 =

(
0, 0, 1,−

l2 cos(θ − θ1)

l1
,−

l3 cos(θ1 − θ2)

l4

)
.

Коммутаторы векторных полей
Вопрос управляемости системы (1) исследуется с помощью
теоремы Рашевского-Чжоу [4,5]. Сначала найдём
следующие коммутаторы базовых векторных полей X1,X2:

X3 = [X1,X2] =

(
sin θ1,− cos θ1, 0,

l2 + l1 cos(θ − θ1)

l2
1

,

−
l3 + l4 cos(θ1 − θ2)

l2
4

)
,

X4 = [X1,X3] =

(
0, 0, 0,−

l1 + l2 cos(θ − θ1)

l3
1

,

−
l4 + l3 cos(θ1 − θ2)

l3
4

)
,

X5 = [X1,X4] =

(
cos θ1, sin θ1, 0,

(l2
1
− l2

2
) sin(θ − θ1)

l3
1

,

(l2
4
− l2

3
) sin(θ1 − θ2)

l3
4

)
.

Составим из них матрицу 5x5 и вычислим её определитель
M5 = (X1,X2,X3,X4,X5),

detM5 =
1

l3
1
l3
4

(
l2
3

(
l1 + l2 cos(θ − θ1)

)
sin(θ1 − θ2)−

− l2
2

(
l4 + l3 cos(θ1 − θ2)

)
sin(θ − θ1)

)
.

Если detM5 ̸= 0, то система (1) управляема и имеет
максимальный вектор роста (2, 3, 5). Однако условие
detM5 = 0 не гарантирует неуправляемость.

Коммутаторы векторных полей более
высоких порядков
Далее для уточнения условия управляемости посчитаем
следующие коммутаторы:

X6 = [X1,X4] =

(
0, 0, 0,

l2 + l1 cos(θ − θ1)

l4
1

,

−
l3 + l4 cos(θ1 − θ2)

l4
4

)
,

X7 = [X1,X5] = 0, X8 = [X2,X4] = 0,

X9 = [X2,X5] =

(
− sin θ1, cos θ1, 0,

(l2
2
− l2

1
)
(
l2 + l1 cos(θ − θ1)

)
l4
1

,

(l2
4
− l2

3
)
(
l3 + l4 cos(θ1 − θ2)

)
l4
4

)
.

X10 = [X1,X6] =

(
0, 0, 0,−

l1 + l2 cos(θ − θ1)

l5
1

,

−
l4 + l3 cos(θ1 − θ2)

l5
4

)
,

X11 = [X2,X6] =

(
0, 0, 0,

(l2
1
− l2

2
) sin(θ − θ1)

l5
1

,

(l2
4
− l2

3
) sin(θ1 − θ2)

l5
4

)
,

X12 = [X1,X9] =

(
0, 0, 0,

(l2
1
− l2

2
)
(
l1 + l2 cos(θ − θ1)

)
l5
1

,

(l2
4
− l2

3
)
(
l4 + l3 cos(θ1 − θ2)

)
l5
4

)
,

X13 = [X2,X9] =

(
− cos θ1,− sin θ1, 0,

−
(l2
1
− l2

2
)2 sin(θ − θ1))

l5
1

,

−
(l2
3
− l2

4
)2 sin(θ1 − θ2)

l5
4

)
,

X14 = [X3,X4] = −X11, X15 = [X3,X5] = X12.

Число всевозможных миноров порядка 5 матрицы
M11 =

(
X1,X2,X3,X4,X5,X6,X9,X10,X11,X12,X13

)
.

равно C5

11
=

11!

5! 6!
= 462, число ненулевых уникальных

(с точностью до умножения на ненулевые множители)
равно 40. Составим из них векторm40. Для вычисления и
анализаm40 использовалась программа, написанная в
системе Wolfram Mathematica.
Если в модели с фиксированными l1, l2, l3, l4 и φ1, φ2

выполнено условиеm40 = ⊬, то система подозрительна на
неуправляемость.
Приведем некоторые ключевые компоненты вектораm40:
(m1

40
,m2

40
,m3

40
,m4

40
) =

=
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)
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)(
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)
,
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3
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2

4
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(
(l3
2
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3
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3

2
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,(
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1
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2
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3
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1
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.

В результате анализа корней системы уравнений
(m1

40
,m2

40
,m3

40
,m4

40
) = (0, 0, 0, 0)

было уточнено условие управляемости системы, а также
сформулирована гипотеза о неуправляемых случаях. Для
каждого из этих случаев было доказано, что
конфигурационное пространствоM разбивается на
инвариантные множества. Таким образом, доказана
следующая теорема, описывающая основной результат
данной работы.

Теорема
Eсли l1 ̸= l2, l3 ̸= l4, а также выполнено одно из условий l1 ̸= l4
или l2 ̸= l3, тогда система (1) вполне управляема и имеет
один из следующих векторов роста: (2, 3, 5), (2, 3, 4, 5) либо
(2, 3, 4, 4, 5).
Иначе система (1) не является вполне управляемой,
возможны следующие случаи разбиения конфигурационного
пространстваM на инвариантные множества.
▶ При l1 = l2, l3 = l4 возникает четыре инвариантных
множества {θ1 − θ = θ2 − θ1 = π},
{θ1 − θ = π, θ2 − θ1 ̸= π}, {θ1 − θ ̸= π, θ2 − θ1 = π},
{θ1 − θ ̸= π, θ2 − θ1 ̸= π}.

▶ При l1 = l2, l3 ̸= l4 система имеет два инвариантных
множества {θ1 − θ = π}, {θ1 − θ ̸= π}.

▶ При l1 ̸= l2, l3 = l4 имеем два инвариантных множества
{θ2 − θ1 = π}, {θ2 − θ1 ̸= π}.

▶ При l1 = l4, l2 = l3, l1 ̸= l2 имеем два инвариантных
множества{

sin(θ − θ1) =
(l2
1
− l2

2
) sin(θ1 − θ2)

l2
1
+ 2l1l2 cos(θ1 − θ2) + l2

2

,

cos(θ − θ1) = −
2l1l2 + (l2

1
+ l2

2
) cos(θ1 − θ2)

l2
1
+ 2l1l2 cos(θ1 − θ2) + l2

2

}
, (2){

sin(θ − θ1) ̸=
(l2
1
− l2

2
) sin(θ1 − θ2)

l2
1
+ 2l1l2 cos(θ1 − θ2) + l2

2

либо

cos(θ − θ1) ̸= −
2l1l2 + (l2

1
+ l2

2
) cos(θ1 − θ2)

l2
1
+ 2l1l2 cos(θ1 − θ2) + l2

2

}
,

Ниже приведены примеры семейств конфигураций из
инвариантного множества (2). Робот, изображенный серым
цветом, расположен в нуле, т.е. x = y = θ = 0. Положение
первого прицепа, изображенного синим цветом,
определяется углом θ1 = iπ/6, i = 0, 1, . . . , 6. Положение
второго (зеленого) прицепа определяется через (2). В
первом примере l1 = 1/3, l2 = 1, во втором l1 = 3/2, l2 = 1.
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Заключение
Определены условия на параметры сцепки робота с прицепами, для которых доказана полная управляемость с помощью теоремы Рашевского-Чжоу. В оставшихся случаях доказана неуправ-
ляемость, а именно получено разбиение конфигурационного пространства на инвариантные множества, при сужении на которые система (1) является вполне управляемой.


