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Àííîòàöèÿ

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ ìàøèíû Äóáèíñà â êëàññå òðàåêòîðèé, ñîñòîÿùèõ èç ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ è äóã îêðóæíîñòåé ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîé êðèâèçíû. Îïèñàíî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè

è îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ íåêîòîðûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ââåäåíèå

Ìàøèíà Äóáèíñà ìîäåëèðóåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì íà ïëîñêîñòè. Âåêòîð ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x, y) íà ïëîñêîñòè è ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà ïðîèçâîëüíûé óãîë θ ∈ [0, 2π). Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå

ñèñòåìû åñòü òðîéêà q = (x, y, θ) , ãäå x, y ∈ R2, à θ ∈ [0, 2π). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷à÷ëüíîå ñîñòîÿíèå ìàøèíû åñòü q0 = (0, 0, 0). Ìàøèíà ìîæåò ñîâåðøàòü ñëåäóþùèå äâèæåíèÿ:

1. Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå âïåðåä ïî íàïðàâëåíèþ θ

2. Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

Â ñâÿçè ñ ýòèì, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû äàëåå.

Ñðàçó ââåäåì óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ: äâèæåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå R, ïðîòèâ L, à äâèæåíèå ïî ïðÿìîé - S.

Çàäà÷à 1

Äëÿ íà÷àëà õîòåëîñü áû íàéòè ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè íàøåé ìàøè-

íû, òî åñòü ïîíÿòü, â êàêèå ñîñòîÿíèÿ q = (x, y, θ) ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ
ìàøèíà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q0.

Èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ìàøèíà ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ â ëþáîå. Äîñòà-

òî÷íî ïîíÿòü, êàê ðåàëèçóåòñÿ ïîâîðîò íà ìåñòå íà íåêîòîðûé óãîë è

ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, òàê:

Åñëè AB - íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, à CD - êîíå÷íîå, òî

èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ìû ìîæåì âûéòè ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì

E, à â êîíå÷íîå ìîæåì ïðèéòè ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì F.
Ñîåäèíèì ýòè îêðóæíîñòè îòðåçêîì êàñàòåëüíîé GH.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèäÿ èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â òî÷êó G, çàòåì ïðîé-

äÿ ïî ïðÿìîé H è ïðèäÿ â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå (RSL), ìû ðåàëèçóåì

ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.

Ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè áëèçêè, òî åñòü

îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ.

Íî è â ýòîì ñëó÷àå áåç ïðîáëåì ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, òðàåêòîðèÿ

AHID − RSR, ãäå HI - îòðåçîê êàñàòåëüíîé ìåæäó äâóìÿ îêðóæíî-

ñòÿìè.

Ñ ïîâîðîòîì òîæå âñ¼ ïðîñòî:

Åñëè IJ - íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, à IK - êîíå÷íîå, òî äâèæåìñÿ ïî îêðóæ-

íîñòè íàïðàâî äî ïîëîæåíèÿ MN - êîãäà âåêòîð ñòàíåò ïàðàëëåëåí êî-

íå÷íîìó.

È òåïåðü íàì îñòàåòñÿ ñîâåðøèòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, êîòîðûé ìû

óæå óìååì äåëàòü.

Çàäà÷à 2

Òåïåðü ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à íàéòè îïòèìàëüíîå äâèæåíèå ìàøèíû, ò.

å. äâèæåíèå ïî êðàò÷àéøåé êðèâîé (x (t) , y (t)), â ñëó÷àå, êîãäà ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó íà÷àëüíîé òî÷êîé (x0, y0) è êîíå÷íîé òî÷êîé (x1, y1) áîëüøå
6.

Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôèëèïïîâà.

Ïóñòü γ - êðàò÷àéøàÿ êðèâàÿ.

Ïî òåîðåìå 4.5 èç [1], îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ìîãóò áûòü îäíîãî èç

ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

1. Êîíêàòåíàöèÿ äóãè îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà,

ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà è äóãè îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

2. Êîíêàòåíàöèÿ íå áîëåå ÷åì òðåõ äóã îêðóæíîñòåé åäèíè÷íîãî

ðàäèóñà

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè òèïû ñîîòâåòñòâåííî (1) è (2).
Òàêèì îáðàçîì, γ èìååò òèï (1) èëè (2).
Íî γ íå ìîæåò èìåòü òèï (2), òàê êàê îêðóæíîñòè ó íàñ åäèíè÷íîãî ðà-

äèóñà, à â ýòîì ñëó÷àå ïî îäíîé äóãå ìàøèíà ìîæåò ïðîéòè ðàññòîÿíèå íå

áîëüøåå, ÷åì 2, à çíà÷èò äëÿ íå áîëåå ÷åì 3õ äóã îêðóæíîñòåé ýòî ðàññòî-

ÿíèå áóäåò íå áîëåå, ÷åì 6, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Òàêèì îáðàçîì, γ èìååò òèï (1).
Âñïîìíèì, êàê ìû ñòðîèëè òðàåêòîðèþ êîãäà èñêàëè ìíîæåñòâî äîñòèæè-

ìîñòè. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òàê ïîñòðîåííàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò òèï (1).
Áîëåå òîãî, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü 8 òðàåêòîðèé

(ïîñêîëüêó ìåæäó ñîãëàñîâàííûìè îêðóæíîñòÿìè 4 êàñàòåëüíûõ, à ïàð

òàêèõ îêðóæíîñòåé 2)

Ãåîìåòðè÷åñêè ìû ìîæåì âûáðàòü èç ýòèõ 8 òðàåêòîðèé ñàìóþ êîðîòêóþ

èëè íåñêîëüêî ñàìûõ êîðîòêèõ. Îáîçíà÷èì ýòî ñåìåéñòâî α.
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî lα = lγ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó γ îïòèìàëüíà, òî lγ ≤ lα.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê γ èìååò òèï (1), òî îíà ïîïàä¼ò â îäíó èç 8-ìè
íàøèõ òðàåêòîðèé, à ñðåäè ýòèõ 8-ìè ìû âûáèðàëè α êðàò÷àéøåé, òî åñòü

lα ≤ lγ.
Òàêèì îáðàçîì, lα = lγ.

Çàäà÷à 3

Òåïåðü ìû õîòèì íàéòè îïòèìàëüíûé ðàçâîðîò ìàøèíû, ò.å. äâèæåíèå

ïî êðàò÷àéøåé êðèâîé (x (t) , y (t)) â ñëó÷àå (x0, y0, θ0) = (0, 0, 0),
(x1, y1, θ1) = (0, 0, π).
Äëÿ ïîâîðîòà åñòü äâå òðàåêòîðèè:

Ïóñòü AB - íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, à AC - êîíå÷íîå.

Òðàåêòîðèÿ AJKGFLIA, êîòîðàÿ â òåðìèíàõ íàøåãî äâèæåíèÿ áóäåò

RSR, áóäåò èìåòü òèï (1).
Òðàåêòîðèÿ AJMIA, êîòîðàÿ â òåðìèíàõ íàøåãî äâèæåíèÿ áóäåò RLR,
áóäåò èìåòü òèï (2) (îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì � ýòî îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ

êàñàåòñÿ äâóõ íàøèõ îêðóæíîñòåé äîïóñòèìîãî äâèæåíèÿ).

Îáîçíà÷èì α - òðàåêòîðèþ 1-ãî òèïà, à ÷åðåç β - ïîñòðîåííóþ òðàåêòîðèþ

2-ãî òèïà.

Ïóñòü γ - îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ïîâîðîòà. Îíà ñóùåñòâóåò ïî ñëåä-

ñòâèþ èç òåîðåìû Ôèëèïïîâà. Ïî òåîðåìå 4.5 îíà èìååò òèï (1) èëè (2).
Åñëè áû γ èìåëà òèï (1), òî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû èñêàëè îïòèìàëüíîå

äâèæåíèå â ñëó÷àå ðàññòîÿíèÿ áîëüøåãî ÷åì 6, ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî îíà

áû ñîâïàëà ñ α.
Íî ãåîìåòðè÷åñêè ìû çíàåì, ÷òî α äëèííåå β, òàê ÷òî òàêèì îáðàçîì, γ
èìååò òèï (2).
Ïîêàæåì, ÷òî γ ñîâïàäàåò ñ β.
Â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå ìû ìîæåì ïîïàñòü äâóìÿ îáðàçàìè: äâèãàÿñü ïî

"ëåâîé"îêðóæíîñòè íàïðàâî, è ïî "ïðàâîé"íàëåâî.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì "ëåâîé"îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 3 (ïðîäîëæåíèå)

Ïîñêîëüêó ó íàñ òèï (2), òî íàøå äâèæåíèå áóäåò èìåòü âèä RLR (äâè-

æåíèÿ äîëæíû ÷åðåäîâàòüñÿ, ïîòîìó ÷òî èíà÷å îíè áû ñêëåèâàëèñü â

îäíó äóãó).

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ìû äîëæíû

ïîâåðíóòü íàïðàâî.

Íàøå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî òðåì äóãàì, òàê ÷òî êîãäà ìû ìåíÿåì

íàïðàâëåíèå, ìû ïî ñóòè ïåðåõîäèì íà êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè.

Òàê ÷òî âèäèì, ÷òî â íàøåé ñòðàòåãèè, îêðóæíîñòü, ïî êîòîðîé ìû äâè-

æåìñÿ âëåâî, êàñàåòñÿ êàê ”ïðàâîé” , òàê è ”ëåâîé”.
Íó à òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñîâïàäàåò ñ β.

Çàäà÷à 4

À ÷òî åñëè ìû õîòèì ïîâåðíóòü íà ïðîèçâîëüíûé óãîë?

Íàéòè îïòèìàëüíîå äâèæåíèå ìàøèíû â ñëó÷àå (x0, y0, θ0) = (0, 0, 0),
(x1, y1) = (0, 0), θ1 ∈ (0, π)
Â îáùåì-òî òîæå ñàìîå.

Ïîñòðîèì äâå òðàåêòîðèè - α è β - 1-ãî è 2-ãî òèïà ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè AB - íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, à AC - êîíå÷íîå, òî òðàåêòîðèÿ α áóäåò

èìåòü âèä AGFA - RSR (ñì. ëåâûé ðèñ.).

Òðàåêòîðèÿ β áóäåò èìåòü âèä AGIHA - RLR (ñì. ïðàâûé ðèñ.).

Ãåîìåòðè÷åñêè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî β êîðî÷å α.
Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàåì ïîâîðîò íà óãîë θ íàïðàâî. Ïóñòü γ - îïòè-

ìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ. Åñëè áû îíà èìåëà òèï (1), òî êàê ìû çíàåì èç

ïðåäûäóùèõ çàäà÷, îíà áû ñîâïàëà ñ α. Çíà÷èò, γ èìååò òèï (2)
Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå îíà ñîâïàäàåò ñ β.
Â ïîëîæåíèå AC ìîæíî ïîïàñòü èç äâóõ îêðóæíîñòåé, îáîçíà÷èì èõ

êàê 3 è 4. À îêðóæíîñòè, ïî êîòîðûì ìû âõîäèì - 1 è 2.

Ïîñêîëüêó ó íàñ òèï (2), òî íåêîòîðûå êîìáèíàöèè îêðóæíîñòåé îòïà-

äàþò:

Âûéäÿ ïî 1, ìû áóäåì äâèãàòüñÿ L, à ÷òîáû çàéòè ïî 3 íàì íàäî äâèãàòü-

ñÿ R. Íî ìåæäó íèìè äîëæíà áûòü åù¼ îäíà äóãà, ãäå ìàøèíà ìåíÿåò

íàïðàâëåíèå, à òàêîå íåâîçìîæíî.

Àíàëîãè÷íî, âûéäÿ ïî 2, ìû íå ñìîæåì çàéòè ïî 4.
Âûéäÿ ïî 2 ìû ìîãëè áû ïåðåéòè íà 3 ñ ïîìîùüþ êàñàþùåéñÿ îêðóæ-

íîñòè, íî òîãäà ïåðåõîä áû ïðîèñõîäèë ïî äóãå, à ó íàñ óæå åñòü òàêîé

ïåðåõîä ñ ïîìîùüþ òèïà (1), êîòîðûé ïðîèñõîäèò ïî îòðåçêó. À äëè-

íà äóãè áîëüøå, ÷åì äëèíà îòðåçêà, à çíà÷èò òàêîé ïåðåõîä è ïîäàâíî

áîëüøå íàøåãî.

Îñòàåòñÿ âûõîä ïî 1 ñ ïåðåõîäîì íà 4 - íàøà èñêîìàÿ òðàåêòîðèÿ.
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