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Ïðèìåðû çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

1. Îñòàíîâêà ïîåçäà
Äàíî:

• ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m > 0 ñ êîîðäèíàòîé x ∈ R,
• ñèëà F , îãðàíè÷åííàÿ ïî ìîäóëþ âåëè÷èíîé Fmax > 0,
• íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå x0 è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ẋ0 ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Íàéòè:
• ñèëó F , êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òî÷êó â íà÷àëî êîîðäèíàò ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ çà

ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

ẋ1 = x2, (x1, x2) ∈ R2,

ẋ2 = u, |u| ≤ 1,

(x1, x2)(0) = (x0, ẋ0), (x1, x2)(t1) = (0, 0),

t1 → min .
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2. Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà
Äàíî:

• Ìîäåëü ìàøèíû: åäèíè÷íûé âåêòîð, ðàñïîëîæåííûé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

ïëîñêîñòè,
• Ìàøèíà äâèæåòñÿ âïåðåä ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ è ìîæåò ïðè ýòîì

ïîâîðà÷èâàòüñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëüøå

åäèíèöû.

Íàéòè:
• Äâèæåíèå ìàøèíû èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå

ñîñòîÿíèå çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

ẋ = cos θ, q = (x , y , θ) ∈ R2
x ,y × S1

θ = M,

ẏ = sin θ, |u| ≤ 1,

θ̇ = u,

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 → min .
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3. Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè

Äàíî:

• Ïóñòü ìàøèíà ìîæåò äâèãàòüñÿ âïåðåä è íàçàä ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ u ∈ R è

ïðè ýòîì ïîâîðà÷èâàòüñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ v ∈ R.
Íàéòè:

• Äâèæåíèå ìàøèíû èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå

ñîñòîÿíèå ïî êðàò÷àéøåé êðèâîé.

• Ðàññòîÿíèå èçìåðÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîëîæåíèé è îðèåíòàöèé ìàøèíû.
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3. Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè

q0 = (x0, y0, θ0)

q1 = (x1, y1, θ1)

θ

x

y

ẋ = u cos θ, q = (x , y , θ) ∈ R2 × S1,

ẏ = u sin θ, (u, v) ∈ R2,

θ̇ = v ,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

l =

∫ t1

0

√
u2 + v2 dt → min .
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4. Ýëàñòèêè Ýéëåðà

Äàíî:

• Îäíîðîäíûé óïðóãèé ñòåðæåíü äëèíû l íà ïëîñêîñòè.

• Ó ñòåðæíÿ çàêðåïëåíû êîíå÷íûå òî÷êè è êàñàòåëüíûå íà êîíöàõ.

Íàéòè:

• Ôîðìó ñòåðæíÿ.
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4. Ýëàñòèêè Ýéëåðà

q0 = (a0, θ0)

x

y

γ(t) θ(t)

q1 = (a1, θ1)

ẋ = cos θ, q = (x , y , θ) ∈ R2 × S1,

ẏ = sin θ, u ∈ R,
θ̇ = u,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

t1 = l äëèíà ñòåðæíÿ,

J =
1

2

∫ t1

0

u2 dt → min .
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5. Çàäà÷à Äèäîíû

Äàíî:

• Òî÷êè a0, a1 ∈ R2,

• êðèâàÿ γ ⊂ R2,

ñîåäèíÿþùàÿ a1 ñ a0,

• ÷èñëî S ∈ R.
Íàéòè:

• Êðàò÷àéøóþ êðèâóþ

γ ⊂ R2, ñîåäèíÿþùóþ

a1 ñ a0, äëÿ êîòîðîé
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ ∪ γ
îãðàíè÷èâàåò â R2

îáëàñòü àëãåáðàè÷åñêîé

ïëîùàäè S .

a0

a1

S1

S2

S3

γ

γ
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Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû
• Ãëàäêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà èëè îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå:

q̇ = f (q), q ∈ M.

• Äåòåðìèíèðîâàííîñòü: ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè q(0) = q0 è âðåìåíè t > 0

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå q(t).

• Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà:

q̇ = f (q, u), q ∈ M, u ∈ U. (1)

• Óïðàâëåíèå u = u(t) ∈ U ⇒ íåàâòîíîìíîå ÎÄÓ

q̇ = f (q, u(t)). (2)

• Âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì q(0) = q0, ÎÄÓ (2) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå � òðàåêòîðèþ qu(t).

• Ïðåäïîëîæåíèÿ î ðåãóëÿðíîñòè óïðàâëåíèÿ u(·): êóñî÷íî-ïîñòîÿííî, L∞, . . . .
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Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

• Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1) èç òî÷êè q0 çà
ïðîèçâîëüíîå âðåìÿ:

Aq0 = {qu(t) | qu(0) = q0, u ∈ L∞([0, t],U), t ≥ 0}.

• ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èç òî÷êè q0 çà âðåìÿ t1 ≥ 0:

Aq0(t1) = {qu(t1) | qu(0) = q0, u ∈ L∞([0, t1],U)},

• ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èç òî÷êè q0 çà âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå t1 ≥ 0:

Aq0(≤ t1) =

t1⋃
t=0

Aq0(t).
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Çàäà÷à óïðàâëÿåìîñòè
Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ:

• ãëîáàëüíî (âïîëíå) óïðàâëÿåìîé åñëè Aq0 = M äëÿ ëþáîãî q0 ∈ M,

• ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìîé èç òî÷êè q0 ∈ M, åñëè Aq0 = M,

• ëîêàëüíî óïðàâëÿåìîé â q0, åñëè q0 ∈ intAq0 ,

• ëîêàëüíî óïðàâëÿåìîé çà ìàëîå âðåìÿ â q0, åñëè q0 ∈ intAq0(≤ t1) äëÿ
ëþáîãî t1 > 0.

• Çàäà÷à ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè: íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé M, îäíàêî

êðèòåðèè ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè èìåþòñÿ òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ dimM = 2.

• Çàäà÷à ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè: óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè

òîëüêî äëÿ î÷åíü ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì (ëèíåéíûõ ñèñòåì, ëåâîèíâàðèàíòíûõ

ñèñòåì íà ãðóïïàõ Ëè).
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Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

• Ïóñòü q1 ∈ Aq0(t1). Òîãäà îáû÷íî q0, q1 ñîåäèíÿþòñÿ êîíòèíóóìîì
òðàåêòîðèé

• Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà, êîòîðûé íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü:

J =

∫ t1

0

φ(q, u) dt.

• Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

q̇ = f (q, u), q ∈ M, u ∈ U,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

J =

∫ t1

0

φ(q, u) dt → min .

• Äðóãèå âàæíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ: ýêâèâàëåíòíîñòü,

ñòàáèëèçàöèÿ, íàáëþäàåìîñòü, . . . .
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Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ
Ãëàäêîå k-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ Rn îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé èç

ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ:

(a) íåÿâíî ñèñòåìîé ðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé:

f1(x) = · · · = fn−k(x) = 0, x ∈ Rn,

rank

(
∂f1
∂x

, . . . ,
∂fn−k

∂x

)
= n − k ,

(b) èëè ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèåé:

x = Φ(y), y ∈ Rk , x ∈ Rn,

rank
∂Φ

∂y
= k .

Àáñòðàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M (íå âëîæåííîå â Rn) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç

ñèñòåìó âçàèìíî ñîãëàñóþùèõñÿ êàðò (ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò).
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Êàñàòåëüíûå âåêòîðû è ïðîñòðàíñòâà
Îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè îíî ãëàäêî (êëàññà

C∞) â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ãëàäêîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ M ⊂ Rn â òî÷êå x ∈ M
äëÿ äâóõ ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé ïîäìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) TxM = Ker ∂f
∂x (x),

(b) TxM = Im ∂Φ
∂y (y), x = Φ(y).

Äëÿ çàäàííîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ F : M → N ìåæäó ãëàäêèìè

ìíîãîîáðàçèÿìè, äëÿ ëþáîãî q ∈ M äèôôåðåíöèàë åñòü îòîáðàæåíèå

F∗q : TqM → TF (q)N, îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F∗qv =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (γ(t)),

ãäå γ : (−ε, ε) → M � ãëàäêàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî γ(0) = q, γ̇(0) = v .
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Ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ è èõ êîììóòàòèâíîñòü
• Ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëåì íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå

îòîáðàæåíèå M ∋ q 7→ V (q) ∈ TqM. Îáîçíà÷åíèå: V ∈ Vec(M).
• Òðàåêòîðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ V ÷åðåç òî÷êó q0 ∈ M åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè q̇(t) = V (q(t)), q(0) = q0.
• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ q(t) ñóùåñòâóåò âî âñå âðåìåíà t ∈ R, òîãäà
îáîçíà÷èì etV (q0) := q(t). Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ
etV : M → M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ V .

• Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ V è W êîììóòèðóþò, åñëè èõ ïîòîêè

êîììóòèðóþò:

etV ◦ esW = esW ◦ etV , t, s ∈ R.
• Â îáùåì ñëó÷àå âåêòîðíûå ïîëÿ V è W íå êîììóòèðóþò è êðèâàÿ

φ(t) = e−tW ◦ e−tV ◦ etW ◦ etV (q0)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó φ(t) ̸= q0, t ∈ R.

• Â êà÷åñòâå ìåðû íåêîììóòàòèâíîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé V è W ïðèíèìàåòñÿ

ãëàâíûé íåòðèâèàëüíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà φ(t), t → 0. 16 / 32



Ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé

• Êîììóòàòîð (ñêîáêà Ëè) âåêòîðíûõ ïîëåé V ,W â òî÷êå q0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê
[V ,W ](q0) :=

1
2 φ̈(0), òàê ÷òî

φ(t) = q0 + t2[V ,W ](q0) + o(t2), t → 0.

q0

etV

etW

e−tV

e−tW

ϕ(t)

[V,W ](q0)

• Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ [V ,W ] = ∂W
∂x V − ∂V

∂x W .
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Ïðèìåð: Ìàøèíà íà ïëîñêîñòè

ẋ
ẏ

θ̇

 = u

cos θ
sin θ
0

+ v

0

0

1

 , V = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, W =

∂

∂θ
.

[V ,W ] =
∂W

∂q
V − ∂V

∂q
W = 0 · V −

0 0 − sin θ
0 0 cos θ
0 0 0

0

0

1

 =

 sin θ
− cos θ

0

 .

Äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñêîáîê Ëè ÷åðåç êîììóòàòîð äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ:

[V ,W ] = V ◦W −W ◦ V =

(
cos θ

∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y

)
∂

∂θ
− ∂

∂θ

(
cos θ

∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y

)
= sin θ

∂

∂x
− cos θ

∂

∂y
.
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Ïðèìåð: Ìàøèíà íà ïëîñêîñòè

• Íàãëÿäíûé ñìûñë âåêòîðíûõ ïîëåé V ,W , [V ,W ] äëÿ àâòîìîáèëÿ â
ïëîñêîñòè:

• V ïîðîæäàåò äâèæåíèå âïåðåä,
• W ïîðîæäàåò ïîâîðîò àâòîìîáèëÿ íà ìåñòå,
• [V ,W ] ïîðîæäàåò äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì åãî

îðèåíòàöèè, ÷òî ôèçè÷åñêè çàïðåùåíî.

• Âûáèðàÿ ïîïåðåìåííîå äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ:

âïåðåä → âðàù. ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè → íàçàä → âðàù. ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,

ìû ìîæåì èíôèíèòåçèìàëüíî ïåðåìåùàòü ìàøèíó â çàïðåùåííîì

íàïðàâëåíèè.

• Èòàê, ñêîáêà Ëè [V ,W ] ïîðîæäàåòñÿ àâòîìîáèëåì ïðè ïàðêîâêå â

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè.
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Ãðóïïû Ëè
• Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ëè, åñëè îíî åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå,

íàäåëåííîå òàêîé ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé, ÷òî ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè:

(g , h) 7→ gh, G × G → G ,

g 7→ g−1, G → G .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Id ∈ G åäèíèöó ãðóïïû G .

• Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn×n ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ n × n ìàòðèö. Íàáîð

GL(n,R) = {g ∈ Rn×n | det g ̸= 0}

î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îíî

íàçûâàåòñÿ îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïîé.

• Îñíîâíûì ïðèìåðîì ãðóïï Ëè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ãðóïïû Ëè, ò.å. çàìêíóòûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû Ëè GL(n,R).
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Àëãåáðû Ëè
• Ìíîæåñòâî g íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè, åñëè îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàäåëåííîå áèíàðíîé îïåðàöèåé [ · , · ], íàçûâàåìîé
ñêîáêîé Ëè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
(1) áèëèíåéíîñòü: [ax + by , z ] = a[x , z ] + b[y , z ], x , y , z ∈ g, a, b ∈ R,
(2) êîñîñèììåòðè÷íîñòü: [x , y ] = −[y , x ], x , y ∈ g,
(3) òîæäåñòâî ßêîáè: [x , [y , z ]] + [y , [z , x ]] + [z , [x , y ]] = 0, x , y , z ∈ g.

• Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû Ëè G îòîáðàæåíèå Lg : h 7→ gh, G → G ,
g íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñäâèãîì. Âåêòîðíîå ïîëå X ∈ Vec(G ) íàçûâàåòñÿ
ëåâîèíâàðèàíòíûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåòñÿ ëåâûìè ñäâèãàìè:

(Lg )∗(X (h)) = X (gh), g , h ∈ G .
• Ñêîáêà Ëè ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ëåâîèíâàðèàíòíà. Òàêèì

îáðàçîì, ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ãðóïïå Ëè G îáðàçóþò

àëãåáðó Ëè g, íàçûâàåìóþ àëãåáðîé Ëè ãðóïïû Ëè G .
• Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì g ∼= TIdG , îïðåäåëÿþùèé ñòðóêòóðó

àëãåáðû Ëè íà TIdG . Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TIdG òàêæå

íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè ãðóïïû Ëè G .
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Ïðèìåðû ãðóïï Ëè G è èõ àëãåáð Ëè g

• Îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà: GL(n,R) = {A ∈ Rn×n | detA ̸= 0},
åå àëãåáðà Ëè gl(n,R) = Rn×n ñî ñêîáêîé Ëè [A,B] = AB − BA.

• Ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà: SL(n,R) = {A ∈ Rn×n | detA = 1},
sl(n,R) = {A ∈ Rn×n | trA = 0}.

• ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà:

SO(n) = {A ∈ Rn×n | AAT = Id, detA = 1}, so(n) = {A ∈ Rn×n | A+ AT = 0}.
• ñïåöèàëüíàÿ åâêëèäîâà ãðóïïà:

SE(n) =

{(
Y b
0 1

)
∈ R(n+1)×(n+1) | Y ∈ SO(n), b ∈ Rn

}
⊂ GL(n + 1),

se(n) =

{(
A b
0 0

)
| A ∈ so(n), b ∈ Rn

}
.
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Ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
• Äëÿ ãðóïïû Ëè G êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü TgG = (Lg )∗TIdG , g ∈ G .
• Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ãðóïïû Ëè G ⊂ GL(n,R), (Lg )∗A = gA, g ∈ G , A ∈ TIdG .
• Òàêèì îáðàçîì, ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ëèíåéíîé ãðóïïå Ëè G
èìåþò âèä

V (g) = gA, g ∈ G , A ∈ TIdG .

• Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íà ãðóïïå Ëè G

ġ = f (g , u), g ∈ G , u ∈ U,

íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè åãî äèíàìèêà ñîõðàíÿåòñÿ ëåâûìè

ñäâèãàìè:

(Lh)∗f (g , u) = f (hg , u), g , h ∈ G , u ∈ U.

• Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà G íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, åñëè åå

äèíàìèêà è ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ëåâûõ ñäâèãàõ.
• Åñëè çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëåâîèíâàðèàíòíà íà ãðóïïå Ëè, ìû

ìîæåì ïîëîæèòü g(0) = Id.
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Ïðèìåðû ëåâîèíâàðèàíòíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ëåâîèíâàðèàíòíûå çàäà÷è íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè

SE(2) =


 cos θ − sin θ x

sin θ cos θ y
0 0 1

 | θ ∈ S1 = R/(2πZ), x , y ∈ R

:

• Ìàøèíà Ìàðêîâà-Äóáèíñà,

• Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à íà ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè,

• Ýëàñòèêè Ýéëåðà.

Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ çàäà÷à íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà

G =


1 a c
0 1 b
0 0 1

 | a, b, c ∈ R3

:

• Çàäà÷à Äèäîíû.
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Ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
• Ïóñòü M � n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Îáúåäèíåíèå

TM =
⊔

q∈M
TqM = {(q, v) | q ∈ M, v ∈ TqM} íàçûâàåòñÿ åãî êàñàòåëüíûì

ðàññëîåíèåì.
• Åñëè (q1, . . . , qn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà M, òî ëþáîé êàñàòåëüíûé

âåêòîð v ∈ TqM èìååò ðàçëîæåíèå v =
∑n

i=1 vi
∂
∂qi

. Èòàê,

(q1, . . . , qn; v1, . . . , vn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà TM.
• Äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ M äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî (TqM)∗ = T ∗

qM
íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê M â q. Äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå T ∗M =

⊔
q∈M

T ∗
qM = {(q, p) | q ∈ M, p ∈ T ∗

qM} íàçûâàåòñÿ
êîêàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì.

• Åñëè (q1, . . . , qn) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà M, òî ëþáîé êîâåêòîð

λ ∈ T ∗M èìååò ðàçëîæåíèå λ =
∑n

i=1 pi dqi . Òàêèì îáðàçîì,

(q1, . . . , qn; p1, . . . , pn) � ýòî ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà T ∗M, íàçûâàåìûå

êàíîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè.
• êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ åñòü π : T ∗M → M, T ∗

qM ∋ λ 7→ q ∈ M.
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Ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
• Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà Ëèóâèëëÿ s ∈ Λ1(T ∗M) îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⟨sλ,w⟩ = ⟨λ, π∗w⟩, λ ∈ T ∗M, w ∈ Tλ(T
∗M).

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ íà T ∗M: s = p dq.
• Êàíîíè÷åñêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà T ∗M � ýòî äèôôåðåíöèàëüíàÿ

2-ôîðìà σ = ds ∈ Λ2(T ∗M). Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

σ = dp ∧ dq =
∑n

i=1 dpi ∧ dqi .
• Ãàìèëüòîíèàí (ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà) � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ

h ∈ C∞(T ∗M).
• Ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå h⃗ ∈ Vec(T ∗M) ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà h
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì dh = σ( · , h⃗). Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

h = h(q, p),

h⃗ =
∂h

∂p

∂

∂q
− ∂h

∂q

∂

∂p
=

n∑
i=1

(
∂h

∂pi

∂

∂qi
− ∂h

∂qi

∂

∂pi

)
.
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Ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
• Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÎÄÓ èìååò âèä

λ̇ = h⃗(λ), λ ∈ T ∗M.

• Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:
q̇ =

∂h

∂p
,

ṗ = −∂h

∂q
,

èëè


q̇i =

∂h

∂pi
,

ṗi = − ∂h

∂qi
, i = 1, . . . , n.

• ñêîáêà Ïóàññîíà ãàìèëüòîíèàíîâ h, g ∈ C∞(T ∗M) � ýòî ãàìèëüòîíèàí

{h, g} ∈ C∞(T ∗M), îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè

{h, g} = h⃗g = σ(h⃗, g⃗).

• Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

{h, g} =
∂h

∂p

∂g

∂q
− ∂h

∂q

∂g

∂p
=

n∑
i=1

(
∂h

∂pi

∂g

∂qi
− ∂h

∂qi

∂g

∂pi

)
.

27 / 32



Ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ëåììà
Ïóñòü a, b, c ∈ C∞(T ∗M) è α, β ∈ R. Òîãäà:
(1) {a, b} = −{b, a},
(2) {a, a} = 0,

(3) {{a, b}, c}+ {{b, c}, a}+ {{c , a}, b} = 0,

(4) {αa+ βb, c} = α{a, c}+ β{b, c},
(5) {ab, c} = {a, c}b + a{b, c},
(6) [a⃗, b⃗] = d⃗ , d = {a, b}.

Òåîðåìà (Í¼òåð)

Ïóñòü a, h ∈ C∞(T ∗M). Òîãäà

a(eth⃗(λ)) ≡ const ⇔ {h, a} = 0.
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Ýëåìåíòû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
Îïèøåì òåïåðü ïîñëåäíþþ íåîáõîäèìóþ íàì êîíñòðóêöèþ ñèìïëåêòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè � ëèíåéíûé íà ñëîÿõ T ∗M ãàìèëüòîíèàí. Ïóñòü X ∈ Vec(M).
Ñîîòâåòñòâóþùèé ëèíåéíûé íà ñëîÿõ ãàìèëüòîíèàí T ∗M îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: hX (λ) = ⟨λ,X (q)⟩, q = π(λ).

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ: X =
n∑

i=1

Xi
∂

∂qi
, hX (q, p) =

n∑
i=1

piXi .

Ëåììà
Ïóñòü X ,Y ∈ Vec(M). Òîãäà:

(1) {hX , hY } = h[X ,Y ],

(2) [h⃗X , h⃗Y ] = h⃗[X ,Y ],

(3) π∗h⃗X = X .

Âåêòîðíîå ïîëå h⃗X ∈ Vec(T ∗M) íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ëèôòîì âåêòîðíîãî

ïîëÿ X ∈ Vec(M).
29 / 32



Çàäà÷è
Ôîðìàëèçóéòå ñëåäóþùèå çàäà÷è êàê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êàêèå èç

íèõ ÿâëÿþòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûìè çàäà÷àìè íà ãðóïïàõ Ëè?

1. Äàí ìàÿòíèê, ñîâåðøàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû,

îãðàíè÷åííîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Íàéòè ñèëó, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò

ìàÿòíèê èç ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè â óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå çà

ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

2. Äàíà ñôåðà, êàòÿùàÿñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ïðîêðó÷èâàíèÿ ïî

ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Çàäàíû íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ

ñôåðû (òî÷êè êîíòàêòà è îðèåíòàöèè â ïðîñòðàíñòâå). Òðåáóåòñÿ ïåðåêàòèòü

ñôåðó èç íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè â êîíå÷íóþ âäîëü êðàò÷àéøåé êðèâîé.

3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå çàäà÷è Äèäîíû. Çàäàäèì,

êðîìå äâóõ òî÷åê (x0, y0), (x1, y1) ∈ R2, ñîåäèíÿþùåé èõ êðèâîé γ0 ⊂ R2 è

÷èñëà S ∈ R, òàêæå òî÷êó íà ïëîñêîñòè c ∈ R2. Íåîáõîäèìî íàéòè

êðàò÷àéøóþ êðèâóþ γ ⊂ R2, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1), òàêóþ,
÷òîáû îáëàñòü D ⊂ R2, îãðàíè÷åííàÿ ïàðîé êðèâûõ γ0 è γ, èìåëà çàäàííûå
àëãåáðàè÷åñêóþ ïëîùàäü S è öåíòð ìàññ c . 30 / 32



Ãàìèëüòîíèàíû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

• Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

q̇ = f (q, u), q ∈ M, u ∈ U ⊂ Rm,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

J =

∫ t1

0

φ(q, u) dt → min,

t1 ôèêñèðîâàíî èëè ñâîáîäíî.

• Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ãàìèëüòîíèàíîâ ÏÌÏ

hνu(λ) = ⟨λ, f (q, u)⟩+ νφ(q, u), ν ∈ R, u ∈ U, λ ∈ T ∗M, q = π(λ).
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Ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Òåîðåìà (ÏÌÏ)

Åñëè óïðàâëåíèå u(t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ q(t), t ∈ [0, t1], îïòèìàëüíû
â çàäà÷å ñ ôèêñèðîâàííûì t1, òî ñóùåñòâóþò êðèâàÿ λt ∈ Lip([0, t1],T

∗M),
λt ∈ T ∗

q(t)M è ÷èñëî ν ≤ 0 òàêîå, ÷òî ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ [0, t1] âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) λ̇t = h⃗νu(t)(λt),

(2) hνu(t)(λt) = max
w∈U

hνw (λt),

(3) (λt , ν) ̸= (0, 0).

Åñëè òåðìèíàëüíîå âðåìÿ t1 ñâîáîäíî, òî ê (1)�(3) äîáàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå:

(4) hνu(t)(λt) ≡ 0.

Êðèâàÿ λt , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ÏÌÏ, íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé, êðèâàÿ q(t) �
ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèåé, óïðàâëåíèå u(t) � ýêñòðåìàëüíûì óïðàâëåíèåì. 32 / 32


